
This formalism could be easily extended to more than two masses.



𝜔!~ 2𝜔𝟎𝜔#~ 2 − 2𝜔𝟎 𝜔$~ 2 + 2𝜔𝟎

將本徵值及對應的角頻率由小到大編號：

Order and label the angular frequencies from small to large.

𝒙 =
𝑥#
𝑥!
𝑥$

= 𝑒%&'𝒂 = 𝑒%&'
𝑎#
𝑎!
𝑎$

𝑨 − 𝜆𝜔(!𝑰 / 𝒂 = 0



𝒂 ! = 𝑐!
−1
0
1

𝜆 = 2, 𝜔 = 𝜔!~ 2𝜔𝟎

𝒙 = 𝒂 ! 𝑒% !&𝟎'

𝑨 − 2𝜔(!𝑰 / 𝒂 = 0

𝜔(!
0 −1 0
−1 0 −1
0 −1 0

𝑎#
𝑎!
𝑎$

= 0

is one solution!

Eigenvector up to a constant

三個粒子位置𝑥#,!,$以𝑎#,!,$為振比例一起作同步(同𝜔)的簡諧運動。

𝑥# 𝑡 : 𝑥! 𝑡 : 𝑥$ 𝑡 = 𝑎#: 𝑎!: 𝑎$ = −1: 0: 1𝒙 𝑡 ∝ 𝒂 !

𝑎#

𝑎$

𝑎!

−𝑎! = 0

−𝑎# − 𝑎$ = 0

−𝑎! = 0

Looked individually every particle is doing a simple harmonic motion, with same 𝜔. 

Three particle’s 𝑥#,!,$ oscillate together by same 𝜔, with amplitudes proportional to 𝑎#,!,$.

We can draw 𝑎#: 𝑎!: 𝑎$ at their locations.
Red arrows indicate the SHM of individual particles.

At all 𝑡.



這是一個可獨立振盪的模式。This is one independent oscillation mode.

If the initial condition starts with this proportion, the mode will continue.

𝒙 0 =
𝑥# 0
𝑥! 0
𝑥$ 0

= 𝑓!𝒂 ! ~𝑓!
1
0
−1

𝒙* 0 =
𝑥#* 0
𝑥!* 0
𝑥$* 0

∝ 𝜔𝟐𝑔!𝒂 !

𝑥# 𝑡
𝑥! 𝑡
𝑥$ 𝑡

= 𝒂 ! 𝑓!cos 𝜔𝟐𝑡 + 𝑔!sin 𝜔𝟐𝑡 =
1
0
−1

𝑓!cos 2𝜔𝟎𝑡 + 𝑔!sin 2𝜔𝟎𝑡

𝒙 𝑡 ∝ 𝒂 !

𝑎#

𝑎$

𝑎!

At all 𝑡:





𝒂 # = 𝑐#
1
2
1

𝜆 = 2 − 2, 𝜔 = 𝜔#~ 2 − 2𝜔𝟎:

𝒙 𝑡 =
𝑥# 𝑡
𝑥! 𝑡
𝑥$ 𝑡

∝ 𝒂 # cos 2 − 2𝜔𝟎𝑡

𝒙 0 =
𝑥# 0
𝑥! 0
𝑥$ 0

∝ 𝒂 # ~
1
2
1

𝒙* 0 =
𝑥#* 0
𝑥!* 0
𝑥$* 0

=
0
0
0

以下式就是運動方程式與起始條件的解：

這是另一個可獨立振盪的模式。This is another oscillation mode.

𝑎# 𝑎$𝑎!

𝒙 = 𝒂 # 𝑒% !, !&𝟎'

𝑥# 𝑡 : 𝑥! 𝑡 : 𝑥$ 𝑡 = 𝑎#: 𝑎!: 𝑎$ = 1: 2: 1

𝒙 𝑡 ∝ 𝒂 #

2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

𝑎#
𝑎!
𝑎$

= 0

Three particle’s 𝑥#,!,$ oscillate as SHM by same 𝜔, with amplitudes proportional to 𝑎#,!,$.





每一個運動模式(本徵向量𝒂)，有一個特定的簡諧振動頻率(本徵值)！

模式的數目，就是本徵向量數目，洽等於粒子數目。

𝒂 $ = 𝑐$
1

− 2
1

𝒙 𝑡 =
𝑥# 𝑡
𝑥! 𝑡
𝑥$ 𝑡

∝ 𝒂 $ cos 2 + 2𝜔𝟎𝑡

一個本徵向量對應一個可獨立振盪的模式。One eigenvalue one mode.

𝑎# 𝑎$

𝑎!

𝒙 = 𝒂 $ 𝑒% !- !&𝟎'

𝑥# 𝑡 : 𝑥! 𝑡 : 𝑥$ 𝑡 = 𝑎#: 𝑎!: 𝑎$ = 1:− 2: 1
𝒙 𝑡 ∝ 𝒂 $

這是第三個可獨立振盪的模式。This is the third oscillation mode.

The number of modes equals the number of particles.

𝜆 = 2 + 2, 𝜔 = 𝜔$~ 2 + 2𝜔(

Three particle’s 𝑥#,!,$ oscillate together by same 𝜔, with amplitudes proportional to 𝑎#,!,$.







1st Mode





𝑥#
𝑥!
𝑥$

=>
%.#

$

𝒂 % / 𝑓%cos 𝜔%𝑡 + 𝑔%sin 𝜔%𝑡

有了以上三個模式的解，一般解將是三者的線性組合：

三個未定常數𝑓#,!,$,將由三個起使條件𝑥#,!,$ 0 決定：

𝑥# 0
𝑥! 0
𝑥$ 0

=>
%.#

$

𝒂 % 𝑓% =
1
2

1
2
1
1
2

𝑓# +
1
2

1
0
−1

𝑓! +
1
2

1
2

−1
1
2

𝑓$

根據對稱矩陣本徵向量的展開定理，三個本徵向量彼此正交： 𝒂 / 0𝒂 1 = 𝛿/1
可以如上選𝒂 1 使其向量長度為1。

Linear Combinations of the 3 modes are solutions, too.

3 unspecified constants 𝑓#,!,$ will be determined by 3 initial conditions 𝑥#,!,$ 0 .

Here I have chosen 𝒂 % to be of length 1. Hence the 3 are 𝒂 % orthonormal.



𝑥# 0
𝑥! 0
𝑥$ 0

=>
%.#

$

𝒂 % 𝑓% =
1
2

1
2
1
1
2

𝑓# +
1
2

1
0
−1

𝑓! +
1
2

1
2

−1
1
2

𝑓$

任一起始條件的行向量

𝑥# 0
𝑥! 0
𝑥$ 0

，都可以展開成三個本徵向量的線性組合。

𝑓#,!,$可以解出：

另外三個未定常數 𝑔#,!,$則由另外三個起使條件𝑥#,!,$* 0 以類似方式決定。

𝒂 / 0𝒂 1 = 𝛿/1

𝒂 % 0
𝑥# 0
𝑥! 0
𝑥$ 0

= 𝑓%

Any vector 
𝑥# 0
𝑥! 0
𝑥$ 0

can be written as a linear combination of orthonormal vectors!

The coefficients 𝑓#,!,$ are simply the inner products of the vector and 𝒂 % 0. 

The other coefficients 𝑔#,!,$ are determined similarly by more initial conditions 𝑥#,!,$* 0 . 



＝

+

+

+
⋮

+

各個配料按分離烹煮cos 𝜔%𝑡

個自簡諧振蕩後，最後合體！

起始各個配料依配方𝑓#,!,$收集

𝑥#
𝑥!
𝑥$

=>
%.#

$

𝒂 % / 𝑓%cos 𝜔%𝑡 + 𝑔%sin 𝜔%𝑡

𝑥# 0
𝑥! 0
𝑥$ 0

=>
%.#

$

𝒂 % 𝑓%

𝑥#* 0
𝑥!* 0
𝑥$* 0

=>
%.#

$

𝒂 % 𝑓%



𝑚
𝑑!𝑥2
𝑑𝑡!

= −𝑘 𝑥2 − 𝑥2,# + 𝑘 𝑥2-# − 𝑥2

𝑑!𝑥2
𝑑𝑡!

=
𝑘
𝑚
𝑥2,# −

2𝑘
𝑚
𝑥2 +

𝑘
𝑚
𝑥2-#

𝑥2𝑥2,#

𝑑!𝑿
𝑑𝑡!

= −𝑨 / 𝑿

𝑑!

𝑑𝑡!

𝑥#
⋮
𝑥2
⋮
𝑥3

= −𝜔(!

2 −1
−1 2

0 ⋯
−1 0

0
0

0 −1
⋮ ⋮

2 −1
⋮ ⋱

0
⋮

0 0 0 ⋯ 2

/

𝑥#
⋮
𝑥2
⋮
𝑥3

𝑿 ≡

𝑥#
⋮
𝑥2
⋮
𝑥3

𝜔(! =
𝑘
𝑚

如果假設邊界固定，第一式就還是正確的，這就稱為Boundary Condition. 
𝑥( = 𝑥3-# = 0

𝑁𝑁 − 1

𝑁𝑑𝑁 − 1 𝑑
𝑁 + 1 𝑑

𝑗 = 1,2⋯𝑁

𝑥#, 𝑥3二次微分的方程式中包含𝑥(, 𝑥3-#。

Now extend the formalism to a large number 𝑁 of particles.



𝑿 = 𝒂𝑒%&' −𝑨 / 𝒂 = −𝜔!𝒂
𝑑!𝑿
𝑑𝑡!

= −𝑨 / 𝑿

微分方程組被轉化為矩陣的本徵值問題。

−𝜔(!

2 −1
−1 2

0 ⋯
−1 0

0
0

0 −1
⋮ ⋮

2 −1
⋮ ⋱

0
⋮

0 0 0 ⋯ 2

/

𝑎#
⋮
𝑎2
⋮
𝑎3

= −𝜔!

𝑎#
⋮
𝑎2
⋮
𝑎3

先設𝑥%為複數，如下猜解並代入：

𝒂 =

𝑎#
⋮
𝑎2
⋮
𝑎3

本徵值一般是以行列式為零的條件解出，但在此行列式的計算並不實際！

𝑁×𝑁對稱正定矩陣應該洽有𝑁個正本徵值，對應𝑁個正本徵向量。

因此此系統有𝑁個模式！



只要𝜔!的值使此式正確，第𝑗個方程式就滿足。

如果本徵向量的元素如上述是等比數列，左手邊與右手邊的比例是定值，與𝑗無關。
𝑎2-#
𝑎2

~𝑒,%4

本徵方程式其實就是𝑁個方程式，其中第𝑗個方程式可寫成：

整式除以𝑎2，得： 𝜔(! −𝑒%4 + 2 − 𝑒,%4 = 𝜔!

𝑎2
4 ~𝑒,%452

但注意，此式中沒有𝑗，因此只要𝜔!的值使此式正確，所有𝑁個方程式都滿足。

𝜔(! −𝑎2,# + 2𝑎2 − 𝑎2-# = 𝜔!𝑎2

𝑎2,#
𝑎2

~𝑒%4

這次用個別式子想比用矩陣更容易。

𝒂 4 =

𝑎#
𝑎!
⋮
𝑎2
⋮
𝑎3

~

𝑒,%4
𝑒,%!4
⋮

𝑒,%452
⋮

𝑒,%453

的確就是𝑁×𝑁矩陣𝑨的本徵向量！

滿足此式的𝜔!值就是對應的本徵值。 𝜔(! −𝑒%4 + 2 − 𝑒,%4 = 𝜔!

這裏嘗試比例為𝑒,%4，𝑝是一未定的常數。



𝜔! = 𝜔(! 2 − 2 cos 𝑝

𝜔(! 2 − 𝑒,%4 − 𝑒%4 = 𝜔!

一個𝑝對應一特定的本徵值，𝑝還待決定。

𝜔" − 2𝜔#"

𝑝 = 𝜋𝑝 = −𝜋

2𝜔#"

化簡此式就可以得到本徵值𝜔!。

注意本徵值𝜔!都是正的。

如果把等比數列的配方延伸到𝑥(, 𝑥3-#，不是所有𝑝都可滿足邊界條件。

𝑥( = 𝑥3-# = 0



因矩陣𝑨是實數矩陣，本徵向量𝒂可取其實數部或虛數部都滿足本徵向量方程式：

𝑿 = 𝒂 4 𝑒%&' =

𝑒,%(4 = 1
𝑒,%4
⋮

𝑒,%24
⋮

𝑒,%34
𝑒,% 3-# 4

𝑒%&'

取其虛數部則可以直接滿足左側的邊界條件： 𝑥( = 0
𝑎2
4 = sin 𝑝𝑗 𝑎( = 0

若要滿足右側的邊界條件： 𝑎3-# = sin 𝑁 + 1 𝑝＝0
𝑝 / 𝑁 + 1 = 𝑚𝜋

𝑝 =
𝑚𝜋
𝑁 + 1

𝑎2
4 ~𝑒,%452

𝑎2
4 ~𝑒,%452 = cos 𝑝𝑗 + 𝑖 sin 𝑝𝑗

𝑚是任一自然數。

𝑎2
/ = sin

𝑚𝜋
𝑁 + 1

/ 𝑗

模式本徵向量的元素都是正弦函數值，角度以等差𝑝增加。

𝒂 4 = ~

0
sin 𝑝
⋮

sin 𝑗𝑝
⋮

sin𝑁𝑝
sin 𝑁 + 1 𝑝

此角度的等差𝑝是離散的，以𝑚標定：

𝑎( = 0



如預期洽有𝑁個本徵值。

一個𝑝對應一特定的本徵值及本徵向量→一個𝑚對應一本徵值及本徵向量。

𝑚 = 𝑁 + 1對應𝑎2 = 0。非合理本徵向量。

𝑚 = 𝑁 +2與𝑚 = 𝑁對應的𝑝之和為2𝜋，
對應相似的𝑎2

3-! = −𝑎2
3
。

其餘𝑚 > 𝑁 +2都對應2𝑁 + 2 − 𝑚 < 𝑁，
其𝑝和為2𝜋: 𝑎2

/ = −𝑎2
!3-!,/

𝑎2
/ = sin 𝑝𝑗𝑝 =

𝑚𝜋
𝑁 + 1

𝑚 = 1,2,3⋯𝑁

因此𝑚只能取以下這些值，共𝑁個。

但還是有無限多個本徵值，這是不可能的。

本徵向量才是獨立的！



一個自然數𝑚對應一本徵值及一本徵向量。

𝜔/! = 𝜔(! 2 − 2 cos 𝑝

𝑚 = 1

𝑚 = 2

𝑚 = 3

𝒂 4 or 𝒂 / =

sin 𝑝
⋮

sin 𝑗 − 1 𝑝
sin 𝑗𝑝

sin 𝑗 + 1 𝑝
⋮

sin𝑁𝑝

𝑝 =
𝑚𝜋
𝑁 + 1

𝑿 = 𝒂 / 𝐶𝑒%&$' → 𝒂 / / 𝐴/	cos	𝜔/𝑡
一個自然數𝑚對應一個獨立振盪模式(駐波)。

𝑛 = 3

Summary
𝜔" − 2𝜔#"

𝑝 = 𝜋

2𝜔#"

𝑚 = 1,2,3⋯𝑁



𝑁 = 3

𝑁 = 2



𝑁 = 4

本徵向量的元素恰為正弦函數值，而角度以等距隨粒子編號𝑗增加。

𝒂 4 or 𝒂 / =

sin 𝑝
⋮

sin 𝑗 − 1 𝑝
sin 𝑗𝑝

sin 𝑗 + 1 𝑝
⋮

sin𝑁𝑝



𝑿 = >
/.#

3

𝒂 / / 𝑓/cos 𝜔/𝑡 + 𝑔/sin 𝜔/𝑡 ＝>
/.#

3

𝒂 / / 𝐴/ cos 𝜔/𝑡 + 𝜙/

有了所有模式的解，一般解將是所有模式的線性組合：

𝑁 = 20

𝑚 = 15

𝑁 = 6

本徵向量的元素恰為正弦函數值，而角度以等距隨粒子編號𝑗增加。



𝒂 4 =

𝑎#
𝑎!
⋮
𝑎2
⋮
𝑎3

~

𝑒,%4
𝑒,%!4
⋮

𝑒,%452
⋮

𝑒,%453

𝑉 𝑥 + 𝑎

𝑉 𝑥

這個推導的關鍵是下列對本徵向量的猜想：

這不是偶然。來自彈簧組的重覆性。

𝑑!𝑥2
𝑑𝑡!

=
𝑘
𝑚
𝑥2,# −

2𝑘
𝑚
𝑥2 +

𝑘
𝑚
𝑥2-#

將彈簧組平移一組，彈簧組除了邊界完全不變。

這是為何同樣的運動方程式適用於所有的𝑥2。

這樣的平移對稱決定了本徵向量必須是虛數指數函數的樣式： 𝑎2
4 ~𝑒,%452



𝑎2
4 ~Im 𝑒,%452 = sin 𝑗𝑝 → sin

𝑝
𝑑
/ 𝑗𝑑 = sin 𝑘𝑥

看起來就像一個正弦波的波形！



一個自然數𝑚對應一本徵值及一本徵向量。

𝜔/! = 𝜔(! 2 − 2 cos 𝑝

𝑝 =
𝑚𝜋
𝑁 + 1

𝜔" − 2𝜔#"

𝑝 = 𝜋

2𝜔#"

𝑚 = 1,2,3⋯𝑁

𝜔/! − 2𝜔(! = 2𝜔(! cos 𝑝 ≈ 2𝜔(! 1 +
1
2
𝑝! 𝑝 ≪ 1





Continuum limit

𝑚
𝑑!𝑥2
𝑑𝑡!

= −𝑘 𝑥2 − 𝑥2,# + 𝑘 𝑥2-# − 𝑥2

Wave



𝑚
𝑑!𝑥2
𝑑𝑡!

= +𝑘 𝑥2-# − 𝑥2 − 𝑘 𝑥2 − 𝑥2,#

𝜙 𝑑𝑗 ≡ 𝑥2

當粒子數量太龐大，用行向量就不是那麼方便，反而用函數𝜙 𝑥 來描述更好。

此時函數𝜙 𝑥 還只有在有粒子處 𝑥 = 𝑑𝑗有定義，

但當𝑁 → ∞, 𝑑 → 0，有粒子處的位置就近乎是連續的變數：
𝑑𝑗 → 𝑥

𝜙 𝑑𝑗 → 𝜙 𝑥 𝜙 𝑥 真的成為𝑥的函數，而且𝜙 𝑥, 𝑡 是雙變數函數。稱為波函數。

𝜙 𝑑𝑗 就是第𝑗個粒子的位移。

𝑿 ≡

𝑥#
⋮
𝑥2
⋮
𝑥3

𝑑!𝑿
𝑑𝑡!

= −𝑨 / 𝑿

When the number 𝑁 of particles is huge, column vector  is no longer convenient.

We’d rather convert it into a function of the original position 𝑥 = 𝑑𝑗
with 𝜙 𝑑𝑗 ≡ 𝑥2 the displacement of the 𝑗th particles. 

This function 𝜙 𝑥 is defined only at discreet locations 𝑥 = 𝑑𝑗. 

But when 𝑁 → ∞, 𝑑 → 0, discreet locations becomes continuous variable 𝑥:

𝜙 𝑥 becomes a real function of 𝑥.
It is time dependent: 𝜙 𝑥, 𝑡 . We get a two-variable function, called wavefunction.



𝑚
𝑑!𝑥2
𝑑𝑡!

= +𝑘 𝑥2-# − 𝑥2 − 𝑘 𝑥2 − 𝑥2,#

𝑚
𝑑!𝜙 𝑑𝑗
𝑑𝑡!

= +𝑘 𝜙 𝑑𝑗 + 𝑑 − 𝜙 𝑑𝑗 − 𝑘 𝜙 𝑑𝑗 − 𝜙 𝑑𝑗 − 𝑑

= +𝑘𝑑
∆𝜙 𝑑𝑗
𝑑

− 𝑘𝑑
∆𝜙 𝑑𝑗 − 𝑑

𝑑

→ 𝑘𝑑
𝑑𝜙
𝑑𝑥

𝑑𝑗 −
𝑑𝜙
𝑑𝑥

𝑑𝑗 − 𝑑

= 𝑘𝑑!
𝑑!𝜙
𝑑𝑥!

𝑑𝑗
𝑑!𝜙
𝑑𝑡!

𝑥 =
𝑘𝑑!

𝑚
𝑑!𝜙
𝑑𝑥!

𝑥

𝜕!𝜙
𝜕𝑡!

𝑥, 𝑡 = 𝑣!
𝜕!𝜙
𝜕𝑥!

𝑥, 𝑡

𝑣 =
𝑘𝑑
𝑚/𝑑

≡
𝜏
𝜇

Same for 6
%7
68%

, differentiated with fixed 𝑡.

Let’s find the equation for wavefunction from the equation of motion of coupled oscillation.

𝜙 𝑑𝑗 ≡ 𝑥2

All you need to do is plugging the corresponding quantities.

Divide the difference of displacements by the separation 𝑑.

= 𝑘𝑑!
∆𝑑𝜙𝑑𝑥
𝑑

6%7
6'%

is differentiated as 𝑥 = 𝑑𝑗 is fixed. That is the partial differentiation 9
%7
9'%

. 



𝑑𝑗 𝑥

𝑑!𝑿
𝑑𝑡!

= 𝑨 / 𝑿
𝜕!𝜙
𝜕𝑡!

𝑥, 𝑡 = 𝑣!
𝜕!𝜙
𝜕𝑥!

𝑥, 𝑡

對照表

Wave function

Wave Equation

𝜙 𝑑𝑗, 𝑡 = 𝜙 𝑥, 𝑡𝑥2 𝑡 Continuous limit

This is a partial differential equation PDE.

𝑁 → ∞, 𝑑 → 0



𝜕!𝜙
𝜕𝑥!
＝

1
𝑣!
𝜕!𝜙
𝜕𝑡!

彈性介質縱波的波方程式

彈性介質橫波的波方程式

𝜕!𝑦
𝜕𝑥!

=
𝜇
𝜏
𝜕!𝑦
𝜕𝑡! 𝑣 =

𝜏
𝜇

𝜕!𝑦
𝜕𝑥!

=
1
𝑣!
𝜕!𝑦
𝜕𝑡!



因為弦段在水平方向不動

弦段來自兩邊受力的水平分量抵消，

若波幅度不大，此力的水平分量，

就等於弦無波時的張力 𝜏！

𝜏

𝜏



𝜏
𝜕!𝑦
𝜕𝑥!

/ ∆𝑥 = 𝜇∆𝑥 /
𝜕!𝑦
𝜕𝑡!

𝐹!: − 𝐹#: = 𝜏 tan 𝜃 𝑥 + ∆𝑥 − 𝜏 tan 𝜃 𝑥 ~𝜏 /
𝜕𝑦
𝜕𝑥

𝑥 + ∆𝑥, 𝑡 −
𝜕𝑦
𝜕𝑥

𝑥, 𝑡 = 𝜏 /
𝜕
𝜕𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝑥

/ ∆𝑥

垂直總受力

一小段弦的垂直受力必須等於垂直加速度！

質量
垂直加速度

來自左端垂直受力：

斜率隨 x座標之變
化率

x 座標變
化

右端垂直受力：

斜率隨 x座標之變
化

τ

τ

𝜃 𝑥

𝜃 𝑥 + ∆𝑥

𝜕!𝑦
𝜕𝑥!

=
𝜇
𝜏
𝜕!𝑦
𝜕𝑡!

tan 𝜃 =
𝜕𝑦
𝜕𝑥

𝑥, 𝑡

𝐹#: = 𝜏 tan 𝜃 𝑥 𝐹!: = 𝜏 tan 𝜃 𝑥 + ∆𝑥



τ=!

!"

一小段弦的垂直受力必須等於垂直加速度！

𝜏
𝜕!𝑦
𝜕𝑥!

/ ∆𝑥 = 𝜇∆𝑥 /
𝜕!𝑦
𝜕𝑡!

𝜕!𝑦
𝜕𝑥!

=
𝜇
𝜏
𝜕!𝑦
𝜕𝑡!

𝐹!: − 𝐹#: = 𝜏 tan 𝜃 + 𝑑𝜃 − 𝜏 tan 𝜃 ~𝜏 /
𝜕𝑦
𝜕𝑥

𝑥 + ∆𝑥, 𝑡 −
𝜕𝑦
𝜕𝑥

𝑥, 𝑡 = 𝜏 /
𝜕
𝜕𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝑥

/ ∆𝑥

τ=!

𝜃 + 𝑑𝜃

𝜃

𝑣 =
𝜏
𝜇



波方程式 Wave Equation

所有波動現象滿足的運動方程式

𝜕!𝑦
𝜕𝑥!

=
𝜇
𝜏
𝜕!𝑦
𝜕𝑡! 𝑣 =

𝜏
𝜇

𝜕!𝑦
𝜕𝑥!

=
1
𝑣!
𝜕!𝑦
𝜕𝑡!



弦整體波函數所滿足的牛頓運動方程式就是波方程式

以下證明：這個方程式有以下的解：

𝜕!𝑦
𝜕𝑥!

=
1
𝑣!
𝜕!𝑦
𝜕𝑡! 𝑣 =

𝜏
𝜇

𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡

如果不考慮邊界，



波速真的是常數

固定 𝑡

固定 x

𝜕𝑦
𝜕𝑥

=
𝑑𝑓
𝑑𝑥′

/
𝑑𝑥*

𝑑𝑥
=
𝑑𝑓
𝑑𝑥′

𝜕!𝑦
𝜕𝑥!

=
𝑑
𝑑𝑥

𝑑𝑓
𝑑𝑥′

=
𝑑𝑥*

𝑑𝑥
/
𝑑
𝑑𝑥′

𝑑𝑓
𝑑𝑥′

=
𝑑!𝑓
𝑑𝑥′!

𝜕𝑦
𝜕𝑡

=
𝑑𝑓
𝑑𝑥′

/
𝑑𝑥*

𝑑𝑡
=
𝑑𝑓
𝑑𝑥′

/ −𝑣

𝜕!𝑦
𝜕𝑡!

=
𝑑
𝑑𝑡
𝑑𝑓
𝑑𝑥′

/ −𝑣 =
𝑑𝑥*

𝑑𝑡
/
𝑑
𝑑𝑥′

𝑑𝑓
𝑑𝑥′

/ −𝑣 =
𝑑!𝑓
𝑑𝑥′!

/ −𝑣 !

波方程式

代入我們猜出來的波動解，此解的意涵就是它只是𝑥*的函數：

我們猜出來的波動解的確是波方程式的解！

𝜕!𝑦
𝜕𝑥!

=
1
𝑣!
𝜕!𝑦
𝜕𝑡!

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 = 𝑓 𝑥′ 𝑥* ≡ 𝑥 − 𝑣𝑡

𝜕!𝑦
𝜕𝑥!

=
1
𝑣!
𝜕!𝑦
𝜕𝑡!

𝑣 =
𝜏
𝜇

𝑥*將時間與空間連鎖在一起，於是時間微分與空間微分也是連鎖的。



在𝑥處一段弦，時間為𝑡時的位移，

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑦 𝑥 − 𝑣𝑡, 0 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡

等於時間為零時，位置值等於𝑥 − 𝑣𝑡處的弦的位移。

𝑡 = 0

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡

𝑣𝑡

𝑡

函數𝑓 𝑥 就是時間為零時的波型。

可見波形是以等速𝑣移動。



向 −𝑥移動的波，將	𝑣	以	– 𝑣	取代即可

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡



疊加定理

→

波方程式是線性方程式：兩個波方程式的解的和依舊是波方程式的解：

兩個分立的波重疊時，只要將兩個波函數相加即可。

y1+y2依舊是波方程式的解：

之後若又分立，原來重疊前的波型不變。

模擬（WaveForm-Impulse)

𝜕!𝑦#
𝜕𝑥!

=
1
𝑣!
𝜕!𝑦#
𝜕𝑡!

𝜕!𝑦!
𝜕𝑥!

=
1
𝑣!
𝜕!𝑦!
𝜕𝑡!

𝜕! 𝑦# + 𝑦!
𝜕𝑥!

=
1
𝑣!
𝜕! 𝑦# + 𝑦!

𝜕𝑡!



弦波波函數的最普遍解d'Alembert solution：

而	 𝑓 (𝑥)（𝑔 (𝑥)）	即為向右（左）傳播的波的瞬間波型

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡

Jean le Rond d'Alembert 1717-83



它的唯一解是由所有粒子的初位置及初速度兩個起始條件完全決定。

在此這就對應：起始的弦位移𝑦 𝑥, 0 ，起始的弦垂直方向速度 9:
9'

𝑥, 0 。

波方程式其實是一群粒子的運動方程式。

由𝑦 𝑥, 0 及9:
9'

𝑥, 0 正好可以解出這兩個函數：

因此由𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥 得到滿足方程式及起始條件的唯一解：

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡

𝑦 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝑡

𝑥, 0 = 𝑣 𝑓* 𝑥 − 𝑔′ 𝑥

不考慮邊界的話，

𝑦 𝑥, 0 ,
𝜕𝑦
𝜕𝑡

𝑥, 0 ↔ 𝑓 𝑥 , 𝑔 𝑥



不考慮邊界時的波方程式

解：

波動的特徵皆來自此方程式：

波型以定速傳播

波型在傳播過程中不變形

疊加定律

在這些波函數的解之中，時間與空間並不獨立，而是連鎖在一起 x’，

對空間的偏微分與時間的偏微分基本上都是函數 f 對 x’的常微分

因此對空間的兩次偏微分與對時間的兩次偏微分成正比。

以上結果適用於任何滿足波方程式的波動現象！

𝜕!𝑦
𝜕𝑥!

=
1
𝑣!
𝜕!𝑦
𝜕𝑡!

𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡



Eigenvalue problem of Matrix

單體的運動方程式 Ordinary Differential Equation

多體且彼此耦合的運動方程式

Partial Differential Equation

Matrix and Linear Algebra

System of ODE

連續介質的波方程式

連續及大量極限


