
𝑑!𝑿
𝑑𝑡!

= −𝑨 ' 𝑿 𝜕!𝜙
𝜕𝑡!

= 𝑣!
𝜕!𝜙
𝜕𝑥!

−𝑨 ' 𝑿 𝜕!

𝜕𝑥!
𝜙

−𝑨 ' 𝒂 = 𝜆𝒂 𝑑!𝑋
𝑑𝑥!

= 𝜆𝑋

𝑿 = Re 𝒂𝑒"#$
= 𝒂 𝑎% cos 𝜔𝑡 + 𝜙

𝜙 = 𝑋 𝑥 ' cos 𝜔𝑡 + 𝜙

對照表

𝑨 𝑑!

𝑑𝑥!
微分運算稱為算子operator

算子
&!

&'!
的本徵值方程式！矩陣的本徵值方程式！

𝑋 𝑥 就稱為微分算子Differential Operator &!

&'!
的本徵函數！

𝒂 𝑋 𝑥

𝑎(~𝑒)"*(or虛數部 sin 𝑝𝑗 𝑋 𝑥 ~ sin 𝑘𝑥 

可分解波函數就對應模式的位移行向量， sin 𝑘+𝑥 就對應本徵向量！

−
ℏ!

2𝑚
𝑑!𝜓
𝑑𝑥!

+ 𝑉𝜓 = 𝐸𝜓

𝑖ℏ
𝜕Ψ
𝜕𝑡

= −
ℏ!

2𝑚
𝜕!Ψ
𝜕𝑥!

+ 𝑉 𝑥 Ψ

−
ℏ!

2𝑚
𝜕!Ψ
𝜕𝑥!

+ 𝑉 𝑥 Ψ

F𝐻 ≡ −
ℏ!

2𝑚
𝜕!

𝜕𝑥!
+ 𝑉 𝑥

Ψ = 𝜓 𝑥 ' 𝑒)"
,
ℏ$

𝜓 𝑥

待解

算子F𝐻的本徵值方程式！



就是代表能量的微分算子的本徵函數。

薛丁格波方程式可分解的定態解的空間部分𝜓 𝑥 ，

−
ℏ!

2𝑚
𝑑!𝜓 𝑥
𝑑𝑥!

+ 𝑉 𝑥 ' 𝜓 𝑥 = 𝐸 ' 𝜓 𝑥

無限大位能井F𝐻的本徵函數
SHO F𝐻的本徵函數

Under boundary conditions, the equation has a countable set of solutions. 
We can usually classify them by natural numbers: 𝑛. 



𝑝̂ ≡ −𝑖ℏ
𝑑
𝑑𝑥

K𝑥 ≡ 𝑥

動量算子𝑝̂定義為空間微分運算，那有位能時的能量算子可以寫成：

F𝐻 ≡
𝑝̂!

2𝑚
+ 𝑉 K𝑥 ＝ −

ℏ!

2𝑚
𝑑!

𝑑𝑥!
+ 𝑉 𝑥

漢米爾或稱能量算子就定義為動量算子的平方加上位能算子。

−
ℏ!

2𝑚
𝑑!

𝑑𝑥!
+ 𝑉 𝑥 𝜓 𝑥 = 𝐸𝜓 𝑥

與時間無關的薛丁格方程式也可以以F𝐻運算子表述：

數學上這個關係稱為運算子F𝐻的本徵函數問題！

F𝐻𝜓 = 𝐸𝜓

定態的𝜓,是F𝐻的本徵函數 Eigenfunction！對應的本徵值Eigenvalue為𝐸。

原來，與時間無關的薛丁格方程式並不是波方程式，而是F𝐻的本徵函數方程式！



物理量會對應算子，

!𝒜𝜓 𝑥

狀態由一個位置的函數代表



F𝐻𝜓, = 𝐸𝜓,



計算處於定態𝜓,的電子的F𝐻的期望值： F𝐻

F𝐻 = 𝐸

本徵函數𝜓, 𝑥 描述的定態的能量的期望值就是本徵值𝐸。不意外！

𝐻 = L
).

.

𝑑𝑥 ' 𝜓,∗ 𝑥 ' F𝐻𝜓, 𝑥 = L
).

.

𝑑𝑥 ' 𝜓,∗ 𝑥 ' 𝐸𝜓, 𝑥

= 𝐸 L
).

.

𝑑𝑥 ' 𝜓,∗ 𝑥 ' 𝜓, 𝑥 = 𝐸

能量的本徵函數，之前稱為定態，有很多重要的性質！

F𝐻𝜓, = 𝐸𝜓,



F𝐻! = L
).

.

𝑑𝑥 𝜓,∗ 𝑥 ' F𝐻 F𝐻𝜓, 𝑥 = L
).

.

𝑑𝑥 𝜓,∗ 𝑥 ' F𝐻𝐸𝜓, 𝑥 =

∆𝐻 ! ≡ F𝐻 − F𝐻
!
= F𝐻! − 2 F𝐻 F𝐻 + F𝐻

!
= F𝐻! − F𝐻

!
= F𝐻! − 𝐸!

計算本徵函數𝑢+描述的電子狀態的能量測量不確定性：∆𝐻。

處於定態𝜓,的電子，能量的測量值為𝐸，完全沒有不確定性！

∆𝐻 = 0

可以說定態𝜓,是具有特定確定能量的測量值為𝐸的狀態。

= 𝐸 L
).

.

𝑑𝑥 𝜓,∗ 𝑥 ' F𝐻𝜓, 𝑥 = 𝐸!



F𝐻𝜓, 𝑥 = 𝐸𝜓, 𝑥

𝐻 = 𝐸

無限大位能井F𝐻的本徵函數

∆𝐻 = 0

處於定態𝜓,的電子，

SHO F𝐻的本徵函數

能量的測量值為𝐸，完全沒有不確定性！



𝑢" 𝑥

因此∆𝐻 = 0，此時一定存在於某一個本徵態！

到此，無限大位能井內，電子能量的量子化完全確立！不一定是在定態。

剛測量完時，立刻再作一次能量測量，結果一定確定還是同樣的值，無不確定性。

對任一狀態𝜓(𝑥)作能量的測量，若所得到的結果是某值，

解能量算子本徵值、是在決定測量能量時會得到什麼結果：只會是𝐸+其中之一。

那麼、剛剛測得的能量結果一定只能是某一本徵值𝐸+！

驚人的：在此位能中任意一次能量測量結果只能是某本徵值𝐸+，不會測到其他值。



所以第一次的測量使粒子的狀態由𝜓 𝑥 瞬間崩潰變成了𝑢+ 𝑥 。

而是結果完全確定的本徵函數𝑢+(𝑥)。

𝜓 𝑥 01→,#
	𝑢+ 𝑥

測量完畢後，狀態已經不會再是結果不確定的狀態𝜓(𝑥)，

在非本徵狀態𝜓(𝑥)，測量結果不會是確定的！

Ψ 𝑥, 0 = sin
𝜋
𝑎
𝑥 −

1
9
sin

3𝜋
𝑎
𝑥 + ⋯

𝐸 =
𝐸$=

ℏ%

2𝑚

𝜋%

𝑎%

𝐸 = 𝐸&

但不會測到其他值。

崩潰變成的態也就不確定。

對任一狀態𝜓(𝑥)作能量的測量，若所得到的結果是某一𝐸+，

解能量量算子的本徵函數、是在決定你測量能量後崩潰到什麼狀態。

這個結果不只適用於能量，對任何測量物理量如位置、動量、角動量都成立。



物理量會對應算子，它是很有個性的！

由它來決定測量的結果有哪些可能！

算子有它的堅持！

解一個物理量算子的eigenfunction、是在決定你測量此量時會得到什麼結果。

狀態由一個位置的函數代表

!𝒜𝜓 𝑥



也就是能量微分算子的本徵函數𝑢+，

薛丁格波方程式可分解的定態解的空間部分，

−
ℏ!

2𝑚
𝑑!𝑢+ 𝑥
𝑑𝑥!

+ 𝑉 𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 = 𝐸+ ' 𝑢+ 𝑥

在推廣的函數內積下，彼此正交Orthogonal，而且是完備的complete。

任意符合邊界條件的起始條件空間函數都可以以𝑢+展開，係數可以投影計算。

Ψ 𝑥, 0 = 𝜙 𝑥 = Y
+34

.

𝑎+𝑢+ 𝑥

𝑢+是“符合邊界條件空間函數組成的無限維向量空間”的一組基底。

以上是整個古典波、量子波動力學的核心，

在之前的特例，如位能井、自由粒子、SHO已經說明。

但事實上適用於非常大範圍的薛丁格波方程式。



𝑑
𝑑𝑥

𝑝 𝑥
𝑑
𝑑𝑥
𝑓 𝑥 + 𝑞 𝑥 ' 𝑓 𝑥 = 𝜆 ' 𝑓 𝑥

術語稱為 Sturm-Liouville Problem 算子的本徵函數問題

Jacques Sturm 1803-1855 Joseph Liouville 1809-1882 École Polytechnique

−
ℏ!

2𝑚
𝑑!𝑢+ 𝑥
𝑑𝑥!

+ 𝑉 𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 = 𝐸+ ' 𝑢+ 𝑥

𝜆是數：本徵值，邊界條件下通常只有某些值，此式才有解。



𝑑
𝑑𝑥

𝑝 𝑥
𝑑
𝑑𝑥
𝑓 𝑥 + 𝑞 𝑥 ' 𝑓 𝑥 = 𝜆 ' 𝑓 𝑥

術語稱為 Sturm-Liouville Problem 算子的本徵函數問題

\𝐴 ≡
𝑑
𝑑𝑥

𝑝 𝑥
𝑑
𝑑𝑥

+ 𝑞 𝑥

We can denote the operation on the function 𝑓 𝑥 as an operator \𝐴. 

The equation can be written as: 

\𝐴 ' 𝑓 𝑥 = 𝜆 ' 𝑓 𝑥

This will be called Sturm-Liouville or Eigenfunction Equation of Operator.



Boundary Conditions



\𝐴 ' 𝑓 𝑥 =
𝑑
𝑑𝑥

𝑝 𝑥
𝑑
𝑑𝑥
𝑓 𝑥 + 𝑞 𝑥 𝑓 𝑥 = 𝜆𝑓 𝑥

Under boundary conditions, the equation has a countable set of solutions. 

We can usually classify them by natural numbers: 𝑛. 

The eigenfunctions are 𝑢+ and their corresponding eigenvalues are 𝜆+. 
\𝐴 ' 𝑢+ 𝑥 = 𝜆+ ' 𝑢+ 𝑥

\𝐴 ' 𝑢+ 𝑥 =
𝑑
𝑑𝑥

𝑝 𝑥
𝑑
𝑑𝑥
𝑢+ 𝑥 + 𝑞 𝑥 𝑢+ 𝑥 = 𝜆+ ' 𝑢+ 𝑥

L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗ ' 𝑢% 𝑥 = 𝛿+%

𝜆+∗ = 𝜆+

本徵值皆為實數：

不同本徵值的本徵函數滿足如下正交關係，因此可取為orthonomal：

稱以上關係為正交，代表我們把以上函數乘積的積分視為內積！



物理量會對應算子，它是很有個性的！

由它來決定測量的結果有哪些可能！

算子有它的堅持！

解一個物理量算子的eigenfunction、是在決定你測量此量時會得到什麼結果。

狀態由一個位置的函數代表

!𝒜𝜓 𝑥



F𝐴的所有本徵值𝜆+都是實數！

All 𝑛 eigenvalues 𝜆 of a symmetric matrix 𝑺 are real.

𝑺𝒖 = 𝜆𝒖

Take a inner product of the both sides with the complex conjugate of eigenvector 𝒖∗.

𝒖∗7𝑺𝒖 = 𝜆𝒖∗7𝒖

𝒖∗7𝒖 = 𝑢4∗𝑢4 + 𝑢!∗𝑢! is real. 這是複數行向量的內積，定義必定為實數。

𝒖∗7𝑺𝒖
∗
= Y

",(34

!

𝑢"∗𝑆"(𝑢(

∗

= Y
",(34

!

𝑢"𝑆"(∗ 𝑢(∗ = Y
",(34

!

𝑢(∗ 𝑆"(𝑢" = Y
",(34

!

𝑢(∗ 𝑆("𝑢" = 𝒖∗7𝑺𝒖

要確認𝒖∗7𝑺𝒖是否是實數，取他的Complex conjugate

對稱

確認𝒖∗7𝑺𝒖是實數，因此𝜆一定是實數。

Proof:

𝑺實數



L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗ ' \𝐴𝑢+ 𝑥 = 𝜆+L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗ ' 𝑢+ 𝑥

Take the complex conjugate of the above equation:

= L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+
𝑑
𝑑𝑥

𝑝 𝑥
𝑑
𝑑𝑥

𝑢+∗ + 𝑞 𝑥 𝑢+𝑢+∗ = 𝜆+∗ L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+∗𝑢+

= L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+∗
𝑑
𝑑𝑥

𝑝 𝑥
𝑑
𝑑𝑥

𝑢+ + 𝑞 𝑥 𝑢+∗𝑢%

= L
5

6

𝑑𝑥 ' −
𝑑𝑢+
𝑑𝑥

𝑝
𝑑𝑢+∗

𝑑𝑥
+ 𝑞𝑢+∗𝑢+ + b𝑢+ 𝑝

𝑑𝑢+∗

𝑑𝑥 5

6

= L
5

6

𝑑𝑥 '
𝑑
𝑑𝑥

𝑝
𝑑𝑢+
𝑑𝑥

𝑢+∗ + 𝑞𝑢+𝑢+∗ + b𝑢+∗ 𝑝
𝑑𝑢+
𝑑𝑥 5

6

= L
5

6

𝑑𝑥 '
𝑑
𝑑𝑥

𝑝
𝑑𝑢+
𝑑𝑥

+ 𝑞𝑢+ 𝑢+∗ = L
5

6

𝑑𝑥 ' \𝐴𝑢+ 𝑢+∗ = 𝜆+L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+𝑢+∗

𝜆+∗ = 𝜆+



F𝐴的所有本徵函數𝑢+(𝑥)彼此正交： L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗ ' 𝑢% 𝑥 = 𝛿+%

The 𝑛 eigenvectors 𝒖 can be chosen to be orthogonal.

𝑺𝒖 4 = 𝜆4𝒖 4 𝑺𝒖 ! = 𝜆!𝒖 !

𝒖 ! 9𝑺𝒖 4 = 𝜆4𝒖 ! 9𝒖 4

𝟎 = 𝜆4 − 𝜆! 𝒖 ! 9𝒖 4

Proof:
Consider two eigenvectors with different eigenvalues:

將第一式與𝒖 ! 作內積，可得：

左邊可以寫成:

兩式相減：

𝒖 ! 9𝑺𝒖 4 = Y
",(34

!

𝑢!"𝑆"(𝑢4( = Y
",(34

!

𝑢4(𝑆("𝑢!" = 𝒖 4 9 ' 𝑺𝒖 ! = 𝒖 4 9𝜆!𝒖 ! = 𝜆!𝒖 ! 9𝒖 4

得：

𝜆4𝒖 ! 9𝒖 4 = 𝜆!𝒖 ! 9𝒖 4

𝒖 ! 9𝒖 4 = 𝒖 ! ' 𝒖 4 = 0

右式兩本徵向量的內積必須為零，彼此正交！

本徵向量的正交性

𝑆"( = 𝑆(" 𝒖 ! 9𝑺𝒖 4 = 𝒖 ! 9𝑺𝒖 4 7
= 𝒖 4 9 ' 𝑺7𝒖 !



L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗ ' \𝐴𝑢% 𝑥 = 𝜆%L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗ ' 𝑢% 𝑥

證明：

= L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+∗
𝑑
𝑑𝑥

𝑝 𝑥
𝑑
𝑑𝑥

𝑢% + 𝑞 𝑥 𝑢+∗𝑢%

= L
5

6

𝑑𝑥 ' −𝑝
𝑑𝑢+∗

𝑑𝑥
𝑑𝑢%
𝑑𝑥

+ 𝑞𝑢+∗𝑢% + b𝑢+∗ 𝑝
𝑑𝑢
𝑑𝑥 5

6

= L
5

6

𝑑𝑥 '
𝑑
𝑑𝑥

𝑝
𝑑𝑢+∗

𝑑𝑥
𝑢% + 𝑞𝑢+∗𝑢% + b𝑝

𝑑𝑢+∗

𝑑𝑥
𝑢%

5

6

= L
5

6

𝑑𝑥 '
𝑑
𝑑𝑥

𝑝
𝑑𝑢+∗

𝑑𝑥
+ 𝑞𝑢+∗ 𝑢% = L

5

6

𝑑𝑥 ' \𝐴𝑢+
∗
𝑢% = 𝜆+L

5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗𝑢% 𝑥

𝜆% − 𝜆+ L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗ ' 𝑢% 𝑥 = 0 𝜆% ≠ 𝜆+ L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗ ' 𝑢% 𝑥 = 0

𝜆+∗ = 𝜆+



以上證明用到算子 \𝐴的這個性質：

L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗ ' \𝐴𝑢% 𝑥 = L
5

6

𝑑𝑥 ' \𝐴𝑢+ 𝑥 ∗𝑢% 𝑥

L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝜙∗ 𝑝
𝑑
𝑑𝑥

𝜓 + 𝑞𝜙∗𝜓 = L
5

6

𝑑𝑥 '
𝑑
𝑑𝑥

𝑝
𝑑𝜙∗

𝑑𝑥
+ 𝑞𝜙∗ 𝜓

具有這樣性質的算子稱為Hermitian：

這是對任意兩函數𝜙,𝜓都對：

Hermitian算子的本徵值永遠是實數!

Hermitian算子不同本徵值的本徵函數彼此正交!

Charles Hermite 1822-1901



L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗ ' 𝑢% 𝑥 = 𝛿+%

𝜆+∗ = 𝜆+

\𝐴 ' 𝑢+ 𝑥 =
𝑑
𝑑𝑥

𝑝 𝑥
𝑑
𝑑𝑥
𝑢+ 𝑥 + 𝑞 𝑥 𝑢+ 𝑥 = 𝜆+ ' 𝑢+ 𝑥

Sturm-Liouville Problem 算子的本徵函數問題：

本徵值皆為實數：

不同本徵值的本徵函數滿足如下正交關係，因此可取為orthonomal：

稱以上關係為正交，代表我們把以上函數乘積的積分視為內積！



𝑎+ = ̂𝚤+ ' 𝑎⃗

正交定理：本徵函數彼此正交。這很像一組彼此正交的基底！

L
).

.

𝑑𝑥 ' 𝑢% 𝑥 ∗ ' 𝑢+ 𝑥 = 𝛿%+

𝑐+ = L
).

.

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗ ' 𝜓 𝑥

𝜓 𝑥 =Y
+

𝑐+ ' 𝑢+ 𝑥

分量𝑐5可以寫成態函數與本徵函數的空間積分:

展開定理：任一狀態𝜓可以𝑢+作展開。展開讓我們聯想到向量以基底展開：

̂𝚤% ' ̂𝚤+ = 𝛿%+

在這對應中，最關鍵的是：我們熟悉的積分，在這向量空間內就是內積：

L
).

.

𝑑𝑥 ' 𝜓 𝑥 ∗ ' 𝜙 𝑥 𝑎⃗ ' 𝑏

𝑎⃗ = Y
+34

:

𝑎+ ̂𝚤+

把狀態類比於向量，展開與正交定理，就如同向量空間的向量分析一模一樣！

能量的本徵函數𝑢+類比於一組完整的基底。

任一狀態函數可以此基底作展開，疊加係數𝑐+就如同向量對一組基底的分量。



用這一內積符號：

如此𝑢+的正交定理可以簡化寫成：

L
;

5

𝑑𝑥 ' 𝑢+∗ 𝑥 𝑢% 𝑥 = 𝛿%+ 𝑢+, 𝑢% = 𝛿%+

𝑐+ = L
;

5

𝑑𝑥 ' 𝑢+∗ 𝑥 𝜓 𝑥

函數展開的分量可以寫成：

𝑐+ = 𝑢+, 𝜓 𝑢+就是正交基底。

這是驚人的簡化，省去書寫積分的麻煩。

更重要、它揭露了量子狀態、即狀態函數的數學結構：有內積的向量空間。

L
).

.

𝑑𝑥 ' 𝜓 𝑥 ∗ ' 𝜙 𝑥 ≡ 𝜓, 𝜙

大膽引進一符號 𝜓, 𝜙 來表達兩個狀態函數𝜓,𝜙的內積：

兩個函數乘積的積分滿足線性代數中兩向量的內積的所有性質！



這個內積在前換互換後，會變為複數共軛。

可見一個狀態函數𝜓與自己的內積一定是實數，

𝜓,𝜓 ∗ = 𝜓,𝜓

這個內積可以用來書寫一個狀態函數𝜓的歸一化條件：

L
).

.

𝑑𝑥 ' 𝜓 𝑥 ∗ ' 𝜓 𝑥 ≡ 𝜓, 𝜓 = 1 𝜓只能是單位向量！

對應向量的長度平方。

𝜓, 𝜙 ∗ = L
).

.

𝑑𝑥 ' 𝜓∗ ' 𝜙

∗

≡ L
).

.

𝑑𝑥 ' 𝜙∗ ' 𝜓 = 𝜙, 𝜓



\𝐴 ' 𝑢+ 𝑥 =
𝑑
𝑑𝑥

𝑝 𝑥
𝑑
𝑑𝑥
𝑢+ 𝑥 + 𝑞 𝑥 𝑢+ 𝑥 = 𝜆+ ' 𝑢+ 𝑥

Under boundary conditions, the equation has a countable set of solutions. 
We can classify them by 𝑛 and order them by eigenvalues from small to large: 

Sturm-Liouville Problem 

𝜆4 < 𝜆! < ⋯ < 𝜆+ < ⋯

It could be proven that 𝜆+ is unbounded: 𝜆+ → ∞, as 𝑛 → ∞

We’ll skip the proof of this crucial step since it’s too technical.

But it is reasonable and true for the examples we talked about.

現在開始完備性的證明！



𝜆4 < 𝜆! < ⋯ < 𝜆+ < ⋯ 每一個本徵值𝜆+對應一個函數𝑢+ 𝑥 ，



𝜆4 < 𝜆! < ⋯ < 𝜆+ < ⋯ 每一個本徵值𝜆+對應一個函數𝑢+ 𝑥 ，

𝑢"(𝑥)

𝑢!(𝑥)

𝜙 𝑥

𝑢"(𝑥)

用向量的類比，每一個𝑢+ 𝑥 都是一個彼此正交單位向量，展開一維的空間：

𝑢+ 𝑥 是一個彼此正交歸一的座標系統，直覺是：任一函數可以以此展開！

𝜓 𝑥 = Y
+34

.

𝑎+𝑢+(𝑥)



𝑎+ = L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗ ' 𝜓 𝑥

𝜓 𝑥 = Y
+34

.

𝑎+𝑢+(𝑥)

若是分量展開是可能的，那分量𝑐5可以寫成：

展開定理：任一狀態函數𝜓可以此 \𝐴本徵函數𝑢+(𝑥)作分量展開。

這個可以嚴格證明的數學性質稱為：𝑢+(𝑥)是完備的complete。

Y
"34

+

𝑎"𝑢"(𝑥) +→.
𝜓 𝑥

所以要證明的是：用如此分量𝑐5寫成的級數，會趨近正確的狀態函數：

lim
+→.

L
5

6

𝑑𝑥 𝜙 𝑥 −Y
"34

+)4

𝑎"𝑢"(𝑥)

!

= 0

趨近的數學判準之一，兩者差距的平方和(積分)𝑁 → ∞時，趨近於零。



任一函數𝜙 𝑥 ，投影在向量𝑢+ 𝑥 方向的分量可以算

函數𝜙 𝑥 扣掉此投影後，就與𝑢+ 𝑥 的正交：

扣掉投影𝑎+𝑢+的動作，壓縮此函數的空間，使只能存在於與𝑢+正交的平面上。

𝜙 𝑥 − 𝑎"𝑢"(𝑥)

𝑢"

𝑎#𝑢#(𝑥)

𝜙 𝑥

𝑎+ = L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢+ 𝑥 ∗ ' 𝜙 𝑥

𝜙 𝑥 − 𝑎+𝑢+(𝑥)

𝑢+, 𝜙 − 𝑎+𝑢+ = L
).

.

𝑑𝑥 ' 𝑢+(𝑥)∗ ' 𝜙 𝑥 − 𝑎+𝑢+(𝑥) = 0

每一個𝑢+ 𝑥 都是一個彼此正交單位向量，展開一維的空間：

𝑢#(𝑥)

𝜙 𝑥 − 𝑎"𝑢"(𝑥)

𝜙 𝑥



我們可以由下而上，一層一層將一函數𝜙 𝑥 的投影𝑎"𝑢"扣掉，，

如此函數被壓縮於“越來越高、越來越小”的空間中，直覺是向量長度會越來越短。

𝑔+)4 𝑥 ≡ 𝜙 𝑥 −Y
"34

+)4

𝑎"𝑢"(𝑥)

𝑢%, 𝑔+)4 = L
5

6

𝑑𝑥 ' 𝑢%(𝑥)∗ ' 𝜙 𝑥 −Y
"34

+)4

𝑎"𝑢"(𝑥) = 0

結果與𝑁以下所有的向量𝑚 < 𝑛都正交：

lim
+→.

𝑔+)4 ! = lim
+→.

L
5

6

𝑑𝑥 𝜙 𝑥 −Y
"34

+)4

𝑎"𝑢"(𝑥)

!

=? 0

這正是完備性的數學判準，函數與其展開的差距的平方積分𝑛 → ∞時，趨近於零。



𝑔+)4 𝑥 就是函數𝜙 𝑥 、與其展開的有限級數之間的差距：

𝑔+)4 𝑥 函數𝑛 → ∞時，會被壓縮於越來越高、越來越限縮的空間中	，

𝑔+)4 𝑥 ≡ 𝜙 𝑥 −Y
"34

+)4

𝑎"𝑢"(𝑥)

注意𝑢%, 𝑚 < 𝑛不在這空間中，因為𝑔+)4 𝑥 與他們都正交。

𝑔+)4 𝑥 函數的集合，也就是這個越來越限縮的空間，給個符號𝑉+)4



當𝑛 → ∞，𝑔+)4 𝑥 函數被壓縮於越來越小、越來越限縮的空間𝑉+)4，
何謂越來越小、越來越限縮的空間？

將證明，在此空間中的向量𝑔+)4 𝑥 ，其向量長度小於本徵值的倒數：

lim
+→.

𝑔+)4 ! → 0

𝑔+)4 ! <
𝑐
𝜆+

𝜆+ → ∞, as 𝑛 → ∞已知：

因此：



若只對與𝑢%, 𝑚 < 𝑛正交的𝑔+)4 𝑥 算𝑅 𝑔+)4 ，最小值為次一個本徵值𝜆+。

瑞利之商的最小值就是 \𝐴的最小本徵值𝜆4。

Rayleigh quotient 瑞利之商

Lord Rayleigh 1842-1919

𝑅 𝑢 =
𝑢, \𝐴𝑢
𝑢 !

對任一函數𝑢 𝑥 ，S-L算子 \𝐴，可以定義一個商：

最小值發生時的函數𝑢就是本徵值𝜆4對應的本徵函數𝑢4。

最小值發生時的函數𝑢就是本徵值𝜆+對應的本徵函數𝑢+。

定理一：

𝜆4 ≤ 𝑅 𝑢 =
𝑢, \𝐴𝑢
𝑢 !

𝜆+ ≤ 𝑅 𝑔+)4 =
𝑔+)4, \𝐴𝑔+)4
𝑔+)4 !

注意： 𝑔+)4 ! ≤
𝑔+)4, \𝐴𝑔+)4

𝜆+
若分子有限， 𝑔+)4 ! <

𝑐
𝜆+

lim
+→.

𝑔+)4 ! → 0 完備性就得證了！

定理二：

瑞利之商的極值就是 \𝐴的本徵值，發生在本徵函數時。



Rayleigh quotient 瑞利之商有一個很簡單性質：

𝑅 𝑢+ =
𝑢+, \𝐴𝑢+
𝑢+ ! =

𝑢+, 𝜆+𝑢+
𝑢+ ! =

𝜆+ 𝑢+, 𝑢+
𝑢+ ! = 𝜆+

對任一算子 \𝐴的本徵函數𝑢+ 𝑥 ，

瑞利之商就等於其本徵值：

\𝐴 ' 𝑢+ = 𝜆+ ' 𝑢+

𝑅 𝑢+ = 𝜆+



定理一證明：

瑞利之商的極值可以用常見的極值計算法找：

現在可變的量不是變數，而是函數。

𝑢∗加上任意一點小偏移deviation 𝑡𝑢(𝑥)：𝑢∗(𝑥) + 𝑡𝑢(𝑥)，變化率為零：

𝑑
𝑑𝑡
𝑅 𝑢∗ + 𝑡𝑢 = 0

𝑑𝑓
𝑑𝑥

= 0極值之處斜率為零，極值附近函數圖形是平的：

但原理相同，極值是谷底，附近函數是平坦的。假設極值發生在某函數𝑢∗(𝑥)，



𝑑
𝑑𝑡
𝑅 𝑢∗ + 𝑡𝑢 = 0 𝑅 𝑢 =

𝑢, \𝐴𝑢
𝑢 !

𝑅 𝑢∗ + 𝑡𝑢 =
𝑢∗ + 𝑡𝑢 , \𝐴 𝑢∗ + 𝑡𝑢

𝑢∗ + 𝑡𝑢 !

=
𝑢∗, \𝐴𝑢∗ + 2𝑡 𝑢, \𝐴𝑢∗ + 𝑡! 𝑢, \𝐴𝑢

𝑢∗ ! + 𝑡! 𝑢 ! + 2𝑡 𝑢, 𝑢∗
𝑢∗, \𝐴𝑢 = \𝐴𝑢∗, 𝑢 = 𝑢, \𝐴𝑢∗

注意：

在𝑡 = 0取微分需為零：

𝑑𝑅 𝑢∗ + 𝑡𝑢
𝑑𝑡

𝑡 = 0 =
2 𝑢, \𝐴𝑢∗ 𝑢∗ ! − 2 𝑢∗, \𝐴𝑢∗ 𝑢, 𝑢∗

𝑢∗ <
= 0

𝑢, \𝐴𝑢∗ 𝑢∗ ! − 𝑢∗, \𝐴𝑢∗ 𝑢, 𝑢∗ = 0

𝑢, \𝐴𝑢∗ −
𝑢∗, \𝐴𝑢∗
𝑢∗ !

𝑢, 𝑢∗ = 0 𝑢, \𝐴𝑢∗ − 𝑅 𝑢∗ 𝑢, 𝑢∗ = 0

𝑢, \𝐴𝑢∗ − 𝑅 𝑢∗ 𝑢∗ = 0

此式對任意𝑢(𝑥)都要成立，唯一可能：內積中的右邊必須為零！

\𝐴𝑢∗ − 𝑅 𝑢∗ 𝑢∗ = 0 𝑅 𝑢∗ 是一個數，因此瑞利之商的極值必須是本徵值！



\𝐴𝑢∗ − 𝑅 𝑢∗ 𝑢∗ = 0 瑞利之商的極值必須是本徵值！

而且極值發生的函數𝑢∗就是本徵函數。

因為所有本徵函數的瑞利之商就等於其本徵值，

最小瑞利之商必須是最小的本徵值：𝜆4！

而且極值發生的函數𝑢∗就是本徵函數𝑢4。

定理一得證！

𝜆4 ≤ 𝑅 𝑢 =
𝑢, \𝐴𝑢
𝑢 !



若只對已扣掉𝑛前面本徵函數投影的𝑔+)4 𝑥 ，計算瑞利之商𝑅 𝑔+)4 ，

𝜆+ ≤ 𝑅 𝑔+)4

定理二：

𝑛前面本徵函數𝑢%, 𝑚 < 𝑛都不是𝑔+)4 𝑥 ，因為所有𝑔+)4 𝑥 都與 𝑢%, 𝑚 < 𝑛正交。

最小值為次一個本徵值𝜆+，發生時的函數𝑢就是本徵值𝜆+對應的本徵函數𝑢+。

證明：如定理一，最小值一定是一個本徵值。

最小的瑞利之商𝑅 𝑔+)4 只能是下一個本徵值：𝜆+。

定理二得證！

𝜆+ ≤ 𝑅 𝑔+)4



現在只剩最後一步： 𝜆+ ≤ 𝑅 𝑔+)4 =
𝑔+)4, \𝐴𝑔+)4
𝑔+)4 !

注意： 𝑔+)4 ! ≤
𝑔+)4, \𝐴𝑔+)4

𝜆+

𝑔+)4, \𝐴𝑔+)4 = 𝜙 𝑥 −Y
"34

+)4

𝑎"𝑢"(𝑥) , \𝐴 𝜙 𝑥 −Y
"34

+)4

𝑎"𝑢"(𝑥)

= 𝜙, \𝐴𝜙 − 𝜙,Y
"34

+)4

𝑎" \𝐴𝑢" − Y
"34

+)4

𝑎"𝑢" , \𝐴𝜙 +Y
(34

+)4

Y
"34

+)4

𝑎(∗𝑎" 𝑢( , \𝐴𝑢"

= 𝜙, \𝐴𝜙 − 𝜙,Y
"34

+)4

𝑎" \𝐴𝑢" − Y
"34

+)4

𝑎" \𝐴𝑢" , 𝜙 +Y
(34

+)4

Y
"34

+)4

𝑎(∗𝑎"𝜆" 𝑢( , 𝑢"

= 𝜙, \𝐴𝜙 −Y
"34

+)4

𝑎"𝜆" 𝜙, 𝑢" −Y
"34

+)4

𝑎"∗𝜆" 𝑢" , 𝜙 +Y
(34

+)4

Y
"34

+)4

𝑎(∗𝑎"𝜆"𝛿"(

= 𝜙, \𝐴𝜙 −Y
"34

+)4

𝑎"∗𝑎"𝜆" −Y
"34

+)4

𝑎"∗𝑎"𝜆" +Y
"34

+)4

𝑎"∗𝑎"𝜆" = 𝜙, \𝐴𝜙 −Y
"34

+)4

𝑎"∗𝑎"𝜆" < 𝜙, \𝐴𝜙



lim
+→.

𝑔+)4 ! → 0

Sturm-Liouville 算子本徵函數的完備性就得證了！

分子是有限值！𝑔+)4 ! ≤
𝑔+)4, \𝐴𝑔+)4

𝜆+
<

𝜙, \𝐴𝜙
𝜆+

𝑔+)4 𝑥 ：函數𝜙 𝑥 、與其展開的有限級數之間的差距趨近於零！

𝑔+)4 𝑥 ≡ 𝜙 𝑥 −Y
"34

+)4

𝑎"𝑢"(𝑥)


