


方程式與空間有關的運算，稱算子，及與時間有關運算是分開的。

對空間運算，𝜙 𝑡 如同一個常數，反之亦然。

這樣得到的稱為定態解Stationary State。 若𝐸 = ℏ𝜔， 𝜙 𝑡 = 𝑒!"#

如同簡諧運動以上適用於任何位能𝑉 𝑥 ！



以上適用於任何位能𝑉 𝑥 ！

薛丁格波的系統如同古典波，

它有一系列如同簡諧運動的模式解，在這裡通常稱定態解。

當然我們也可以要求位能𝑉 𝑥 = ℏ!

%&
𝛼%𝑥%就是彈力位能，

這樣的電子波就叫量子簡諧振盪器，或簡稱量子彈簧！



這是常微分方程式，也是本徵值方程式，

專業：Sturm-Liouville eigenfunction problem



前情提要



簡諧運動的運動方程式

𝐹 = −𝑘𝑥

𝑑%𝑥
𝑑𝑡%

+ 𝜔%𝑥 = 0 𝜔 =
𝑘
𝑚



首先將這個式子裡的 𝑥推廣為一個複數 𝑧。

因為方程式是線性的，𝑧的實數部與虛數部也同時滿足原來𝑥滿足的方程式！

如果能解出複數𝑧，再取其實數部或虛數部，即可得到原方程式的實數解 x。

簡諧振盪器，以複數方法求解：

𝑑%𝑥
𝑑𝑡%

+ 𝜔%𝑥 = 0

𝑑%𝑧
𝑑𝑡%

+ 𝜔%𝑧 = 0

𝑑% Re 𝑧
𝑑𝑡%

+ 𝜔% Re 𝑧 = 0

𝑑% Re 𝑧 + 𝑖Im z
𝑑𝑡%

+ 𝜔% Re 𝑧 + 𝑖Im z = 0 + 𝑖0

注意複數𝑧包含實數部Re 𝑧與虛數部Im 𝑧。

𝑑% Im 𝑧
𝑑𝑡%

+ 𝜔% Im 𝑧 = 0



如果我們大膽地猜，解正比於一個複數指數函數：

原來的微分方程式現在一項對一項地轉化為未知的𝛼滿足之代數方程式。

α 可被解出：

上式所有項都正比於𝑧：

𝑑%𝑧
𝑑𝑡%

+ 𝜔%𝑧 = 0

𝑧 = 𝑧'𝑒(#

𝑑)

𝑑𝑡)
𝑧 = 𝛼)𝑧

𝛼%𝑧 + 𝜔%𝑧 = 0

𝛼% + 𝜔% = 0

𝛼± = ±𝑖𝜔

微分的次數對應𝛼的冪次。

𝑧± = 𝑧'𝑒±𝑖𝜔𝑡

解出複數解𝑧：



𝐴 cos 𝜔𝑡 + 𝜙 = Re 𝐴𝑒! "#./

Re

Im

𝐴𝑒! "#./

𝜔𝑡 + 𝜙

𝐴

假想圓就是此複數解𝐴𝑒! "#./ 在其複數平面上的表現！

𝑧. = 𝐴𝑒! "#./ = 𝐴 cos 𝜔𝑡 + 𝜙 + 𝑖𝐴 sin 𝜔𝑡 + 𝜙

𝑧' = 𝐴𝑒!/
𝑧'是一個複數常數，因此可以寫成：

𝐴, 𝜙是兩個實數常數。

取其實數部，就得到簡諧運動的實數解！

這就是簡諧運動的複數解！

這個解有兩個未定常數，因此就是最普遍的解了。

𝐴𝑒! "#./ 簡諧運動！

𝑧± = 𝑧'𝑒±𝑖𝜔𝑡



那𝑧.的虛數部及𝑧0呢？：

𝐴 sin 𝜔𝑡 + 𝜙 = Im 𝐴𝑒! "#./ = 𝐴 cos 𝜔𝑡 + 𝜙 −
𝜋
2

𝑧.的虛數部及𝑧.的實數部等價。

同理𝑧0的實數部及虛數部也與𝑧.的實數部等價。

𝐴 cos −𝜔𝑡 + 𝜙 = 𝐴 cos 𝜔𝑡 − 𝜙

𝐴 sin −𝜔𝑡 + 𝜙 = −𝐴 sin 𝜔𝑡 − 𝜙 = −𝐴 cos 𝜔𝑡 − 𝜙 −
𝜋
2

𝑧 = 𝑧'𝑒!"# 就足夠了。
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𝑑%𝑥1
𝑑𝑡%

= −
2𝑘
𝑚
𝑥1 +

𝑘
𝑚
𝑥%

𝑑%𝑥%
𝑑𝑡%

=
𝑘
𝑚
𝑥1 −

2𝑘
𝑚
𝑥%

𝑑%𝑥1
𝑑𝑡%
𝑑%𝑥%
𝑑𝑡%

= −

2𝑘
𝑚

−
𝑘
𝑚

−
𝑘
𝑚

2𝑘
𝑚

𝑥1
𝑥% ≡ 𝑨 E 𝒙 =

2𝜔'% −𝜔'%

−𝜔'% 2𝜔'%
E
𝑥1
𝑥%

𝑑%

𝑑𝑡%
𝒙 = −𝑨 E 𝒙

𝒙 ≡
𝑥1
𝑥%

行向量

𝑨 ≡
2𝜔'% −𝜔'%

−𝜔'% 2𝜔'%

矩陣

𝜔' ≡
𝑘
𝑚

耦合振盪 coupled oscillation



𝑨 E 𝒂 = 𝜔%𝒂

𝒂 ≡
𝑎1
𝑎%

−𝑨 E 𝒙 =
𝑑%

𝑑𝑡%
𝒙

𝒙 = 𝒂𝑒!"#

微分方程組被轉化為矩陣𝑨的本徵值𝜔問題，𝒂稱為本徵向量。

𝜔1 ≡ 𝜔'

𝜔% ≡ 3𝜔'

本徵值𝜔%有兩個實數，各自對應一本徵向量𝒂。

𝒂 1 = 𝑐1
1
1

𝒂 % = 𝑐%
1
−1

一個本徵向量就對應一個解，一個可獨立振盪的模式。模式解Mode。

假設行向量解也可以寫成複數指數函數：

𝒙 = 𝒂 1 𝑒!""#

𝒙 = 𝒂 % 𝑒!"!#



𝑑%𝑥2
𝑑𝑡%

=
𝑘
𝑚
𝑥201 −

2𝑘
𝑚
𝑥2 +

𝑘
𝑚
𝑥2.1

𝑥2𝑥201

𝑑%𝑿
𝑑𝑡%

= −𝑨 E 𝑿

𝑑%

𝑑𝑡%

𝑥1
⋮
𝑥2
⋮
𝑥3

= −𝜔'%

2 −1
−1 2

0 ⋯
−1 0

0
0

0 −1
⋮ ⋮

2 −1
⋮ ⋱

0
⋮

0 0 0 ⋯ 2

E

𝑥1
⋮
𝑥2
⋮
𝑥3

𝑿 ≡

𝑥1
⋮
𝑥2
⋮
𝑥3

𝜔'% =
𝑘
𝑚

如果假設邊界固定，第一式就還是正確的，這就稱為Boundary Condition. 
𝑥' = 𝑥3.1 = 0

𝑁𝑁 − 1

𝑁𝑑𝑁 − 1 𝑑
𝑁 + 1 𝑑

𝑗 = 1,2⋯𝑁

𝑥1, 𝑥3二次微分的方程式中包含𝑥', 𝑥3.1。

Now extend the formalism to a large number 𝑛 of particles.



𝑿 = 𝒂𝑒!"# −𝑨 E 𝒂 = −𝜔%𝒂
𝑑%𝑿
𝑑𝑡%

= −𝑨 E 𝑿

微分方程組被轉化為𝑁×𝑁矩陣的本徵值問題。

−𝜔'%

2 −1
−1 2

0 ⋯
−1 0

0
0

0 −1
⋮ ⋮

2 −1
⋮ ⋱

0
⋮

0 0 0 ⋯ 2

E

𝑎1
⋮
𝑎2
⋮
𝑎3

= −𝜔%

𝑎1
⋮
𝑎2
⋮
𝑎3

先設𝑥!為複數，如下猜解並代入：

𝒂 =

𝑎1
⋮
𝑎2
⋮
𝑎3

實數本徵值有𝑁個，實數本徵向量也有𝑁個。此系統有𝑁個模式解。



Continuum limit

𝑚
𝑑%𝑥2
𝑑𝑡%

= −𝑘 𝑥2 − 𝑥201 + 𝑘 𝑥2.1 − 𝑥2

Wave



𝑚
𝑑%𝑥2
𝑑𝑡%

= +𝑘 𝑥2.1 − 𝑥2 − 𝑘 𝑥2 − 𝑥201

𝜙 𝑑𝑗 ≡ 𝑥2

當粒子數量太龐大，用行向量就不是那麼方便，反而用函數𝜙 𝑥 來描述更好。

但當𝑁 → ∞, 𝑑 → 0，有粒子處的位置就近乎是連續的變數： 𝑑𝑗 → 𝑥

𝜙 𝑑𝑗 → 𝜙 𝑥

𝑚
𝑑%𝜙 𝑑𝑗
𝑑𝑡%

= +𝑘 𝜙 𝑑𝑗 + 𝑑 − 𝜙 𝑑𝑗 − 𝑘 𝜙 𝑑𝑗 − 𝜙 𝑑𝑗 − 𝑑

= +𝑘𝑑
𝜙 𝑑𝑗 + 𝑑 − 𝜙 𝑑𝑗

𝑑
− 𝑘𝑑

𝜙 𝑑𝑗 − 𝜙 𝑑𝑗 − 𝑑
𝑑

→ 𝑘𝑑
𝑑𝜙
𝑑𝑥

𝑑𝑗 −
𝑑𝜙
𝑑𝑥

𝑑𝑗 − 𝑑

→ 𝑘𝑑%
𝑑%𝜙
𝑑𝑥%

𝑑𝑗
𝑑%𝜙
𝑑𝑡%

𝑥, 𝑡 =
𝑘𝑑%

𝑚
𝑑%𝜙
𝑑𝑥%

𝑥, 𝑡

𝜕%𝜙
𝜕𝑡%

𝑥, 𝑡 = 𝑣%
𝜕%𝜙
𝜕𝑥%

𝑥, 𝑡
𝑣 =

𝑘𝑑
𝑚/𝑑

≡
𝜏
𝜇

𝜙 𝑥 真的成為𝑥的函數，而且𝜙 𝑥, 𝑡 是雙變數函數。稱為波函數。

微分應是偏微分。

𝜙 𝑑𝑗 就是第𝑗個粒子的位移。



𝜕%𝜙
𝜕𝑡%

= 𝑣%
𝜕%𝜙
𝜕𝑥%

連續介質的波方程式Wave Equation

Initial Condition: 起始的弦位移𝜙 𝑥, 0 ，起始的弦垂直方向速度 4/
4#

𝑥, 0 。

是不是要考慮邊界差別很大！

若不需考慮邊界、離開邊界很遠，介質中會有行進波的傳播 d'Alembert solution：

𝜙 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡



若介質大小有限，連續介質就如大數目的彈簧組，有一系列模式振動。

彈簧組運動：一個本徵向量就對應一個可獨立振盪的模式。

𝒂 1 ~

1
2
1
1
2

𝒂 % ~
1
0
−1

𝒂 5 ~

1
2

−1
1
2



Solving Wave Equation:

𝜙 𝑥, 𝑡 = 𝑋 𝑥 E 𝑇 𝑡

首先尋找時間部分與空間部分，可以分離為𝑥, 𝑡兩變數個別的函數的模式解：

𝜕%𝜙
𝜕𝑡%

= 𝑣%
𝜕%𝜙
𝜕𝑥%求解策略：

𝑑%𝑇
𝑑𝑡%

= 𝑣%𝜆𝑇 ≡ −𝜔%𝑇

空間部分𝑋也滿足自己的常微分方程式：

𝑇 𝑡 = 𝑇'𝑒!"#, or Re 𝐴𝑒! "#./

𝜙 𝑥, 𝑡 = 𝑇'𝑋 𝑥 E 𝑒!"#

𝑑%𝑋
𝑑𝑥%

= 𝜆𝑋

許多推導會直接假設以上式為解的形式，

時間部分𝑇，如同簡諧運動的方程式，很快可以解出：

𝑿 = 𝒂𝑒!"#這就非常類似耦合彈簧的模式解mode：

變數分解解法得到的可以說就是波系統的模式解！

振盪模式解mode就與這個facto直接相聯：𝑒!"#



𝑑%𝑿
𝑑𝑡%

= −𝑨 E 𝑿
𝜕%𝜙
𝜕𝑡%

= 𝑣%
𝜕%𝜙
𝜕𝑥%

−𝑨 E 𝑿 𝜕%

𝜕𝑥%
𝜙

−𝑨 E 𝒂 = 𝜆𝒂 𝑑%𝑋
𝑑𝑥%

= 𝜆𝑋

𝑿 = Re 𝒂𝑒!"# = 𝒂 𝑎& cos 𝜔𝑡 + 𝜙 𝜙 𝑥, 𝑡 = 𝑋 𝑥 E 𝐴𝑒! "#./

耦合彈簧與波動系統的對照表

𝑨 𝑑%

𝑑𝑥%
微分運算稱為算子operator

算子
6!

67!
的本徵值方程式！矩陣的本徵值方程式！

𝑋 𝑥 就稱為微分算子Differential Operator 6!

67!
的本徵函數！

𝒂 𝑋 𝑥

𝑎2~𝑒0!82or虛數部 sin 𝑝𝑗 𝑋 𝑥 ~ sin 𝑘𝑥 

在波的現象中的算子operator，根源事實上是矩陣matrix。
算子operator的本徵值，與矩陣matrix的本徵值一樣將扮演重要角色。

可分解波函數就對應模式的位移行向量， sin 𝑘)𝑥 就對應本徵向量！



要求滿足邊界條件，如此𝑋! 𝑥 , 𝑖 = 1,⋯∞會是一系列可數的函數。

𝜙! 𝑥, 𝑡 = 𝑋! 𝑥 E 𝑇! 𝑡 = 𝐴!𝑋! 𝑥 𝑒! "##./#

𝑑%𝑋
𝑑𝑥%

= 𝜆𝑋

空間部分𝑋也滿足自己的常微分方程式：

常數𝜆如同耦合彈簧的本徵值，也是可數，可以標記： 𝜆! 𝑖 = 1,⋯∞。

時間部分𝑇就會是對應的𝑇! 𝑡 。



關鍵：波方程式是線性方程式，𝑋! 𝑥 𝑇! 𝑡 作線性組合，還是波方程式的解。

將𝑡 = 0的起始條件分解為𝑋! 𝑥 𝑇! 0 的線性組合無窮級數，可證這永遠能作到。

讓組合中的𝑋! 𝑥 各自依照對應的𝑇! 𝑡 作時間演化	(簡諧振盪)後，到時間𝑡再組合！

𝑋! 𝑥 可以分解任意起始條件這個性質非常關鍵，𝑋! 𝑥 稱為具有完備性！

Solving Wave Equation:

𝜙 𝑥, 𝑡 = 𝑋 𝑥 E 𝑇 𝑡

首先尋找時間部分與空間部分，可以分離為𝑥, 𝑡兩變數個別的函數的模式解：

𝜕%𝜙
𝜕𝑡%

= 𝑣%
𝜕%𝜙
𝜕𝑥%

要求滿足邊界條件，如此𝑋! 𝑥 , 𝑖 = 1,⋯∞會是一系列可數的函數。

𝜙! 𝑥, 𝑡 = 𝑋! 𝑥 E 𝑇! 𝑡

求解策略：

𝜙 𝑥, 0 =d
!91

:

𝑐! E 𝑋! 𝑥 𝑇! 0



＝

+

+

+
⋮

+

各個配料按分離烹煮𝑇! 𝑡 ~cos 𝜔!𝑡

各自演化後，最後合體！

起始各個配料𝑋! 𝑥 依配方𝑐!收集

𝜙 𝑥, 𝑡 = d
!91

:

𝑐!𝑋! 𝑥 E 𝑇! 𝑡 = d
!91

:

𝑐!𝑋! 𝑥 𝐴! cos𝜔!𝑡

這樣的波函數顯然既滿足波方程式，又滿足起始條件，就是唯一解。



以兩端固定弦為例，一般解：

𝜙 𝑥, 0 = 𝑢' 𝑥
𝜕
𝜕𝑡
𝜙 𝑥, 0 = 0

係數由起始條件決定：例如鋸齒狀起始條件：

𝑢' 𝑥 = d
)91

:

𝐴) E sin
𝑛𝜋
𝐿
𝑥

𝜙 𝑥, 𝑡 = d
)91

:

sin
𝑛𝜋
𝐿
𝑥 𝐴) cos𝜔)𝑡 + 𝐵) sin𝜔)𝑡

這是將起始條件𝑢' 𝑥 分解為本徵函數𝑋) 𝑥 = sin );
<
𝑥 的線性組合的無限級數。

0 = d
)91

:

𝐵)
𝑛𝜋
𝐿
𝑣 E sin

𝑛𝜋
𝐿
𝑥

𝑢! 𝑥

𝑥/𝐿

𝑡 = 0代入第一式𝜙：餘弦為一，正弦為零。

𝑡 = 0代入𝜕𝜙/𝜕𝑡：

𝐵) = 0

𝐴) = 2𝐿
−1 )

𝑛𝜋

𝜙 𝑥, 𝑡 = d
)91

:

2𝐿
−1 )

𝑛𝜋
sin

𝑛𝜋
𝐿
𝑥 cos𝜔)𝑡




