在上一節，我們從耦合的個粒子系統的運動方程式組，取了連續極限後，發現可以以波函數Wave Function來取代行向量，運動方程組就變化為連續介質的波方程式Wave Equation

你可以發現原來繁複的矩陣，現在趨近於簡單的偏微分的運算，於是連續介質的數學反而簡單許多。但倒過來，波函數是比較抽象的概念，而波方程式與耦合粒子系統運動方程組的關係，顯示兩者的概念是有對應的，這提供我們在處理波方程式的數學求解時，清晰的概念與路徑。你永遠只要回到連續極限前的對應，就知道概念原始的意涵為何。
例如運動方程式需要起始條件，波方程式也需要類似的起始條件，Initial Condition：起始的弦位移，起始的弦垂直方向速度 。我們相信同時滿足波方程式加起始條件的解只會有一個。
[image: 16_05_Figure.jpg]但對波而言，是不是要考慮介質的邊界就差別很大了！若不需考慮邊界、亦或是離開邊界很遠，介質中會有行進波的傳播，這可以由上一節已經得出的 d'Alembert solution來描述：

[image: Vibrant tropical fish in a beautifully arranged aquarium 60260265 Stock  Photo at Vecteezy][image: undefined]但若介質大小有限，連續介質就如耦合的粒子系統，會有一系列振動模式。這就如同魚缸中的水，與一望無際的海洋中水的對比。

這在數學上是由邊界條件執行：Boundary Condition最簡單的邊界條件是固定端，例如

[image: A graph of a wave graph
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在三度空間的波，邊界就可能有形狀，如球、圓柱。解會非常不同。波導則是在三度空間，有二維的邊界。對照表

普遍解即是模式解的線性組合！
存在一系列振盪模式解，





普遍解即是模式解的線性組合！

特徵是兩變數的函數可以分離。
存在一系列振盪模式解，


變數分離法
波方程式的標準解法，這個方法將來也會用在薛丁格電子波方程式的求解。

首先尋找、波函數時間部分與空間部分，可以分離為兩變數個別的函數，這樣的模式解：

波方程式是線性方程式，一系列這樣的模式解，作線性組合，就得到一般解。要得到線性組合的配方係數，將起始條件分解為的線性組合(這可以證明永遠可以作到)。讓組合中的各自作時間演化(應該是簡諧振盪)後，到要求的時間再組合！

這樣的波函數既滿足波方程式，又滿足起始條件，就是唯一解。
這樣的步驟，關鍵就是尋找時間部分與空間部分可以分離的模式解，然後將起始條件對模式解作分解。首先分離為兩變數個別的函數的方法稱為變數分離法Separation of Variables：

將此式代入波方程式：

一般會把移到左邊，同時左右邊都除以。偏微分可以寫成常微分，：

現在左邊只與有關，右邊只與有關，但兩者是獨立變數！相等並不可能。唯一的例外：左右兩式都與各自的變數無關，是一常數。設此常數為。我們就得到空間部分與時間部分各自需要滿足的常微分方程式：

將偏微分方程式分解Reduce為常微分方程式，這是常見的作法。 
若是在三度空間，波函數可以分離為個別的函數的模式解：
代入三度空間的波方程式：

運用類似的方法，我們可以得到：

於是空間部分函數現在滿足：

稱為Helmholtz Equation，這個方程式描述有特別形狀、例如球、圓柱的邊界下的三度空間波，非常有用。

我們先從空間部分開始求解，滿足標準的二次常微分方程式：

它的解與是正或負有關：

若是正值，是指數函數，若是負值，則是三角函數。如果考慮邊界條件，只能選。一般會定義角波數：：

就自動滿足原點固定邊界條件。另一端邊界條件就對、也就是有限制：



這是一系列模式(駐波)，以標定。離散分布，但有無限多個。對一模式，及有特定值，就被稱為本徵值Eigenvalues。我們就稱為微分算子 的本徵值方程式，三度空間的對應為微分算子 的本徵值方程式，加了邊界條件後，方程式的解就是離散分布，以標定 ：。稱為算子 的本徵函數。
我們從矩陣的例子就已經可以猜測的重要性質：不同本徵值的本徵函數彼此正交，所有滿足邊界條件的函數都可分解為的線性組合！第二點就被稱為這些本徵函數具有Completeness完備性。

有了及，時間部分也能解出：


就是以為為角頻率的簡諧運動！

這個模式的解，命名為，現在可以完整寫出：

這個解中的時間部分是角頻率為的振盪函數，空間部分是角波數為的週期函數。

這就是一個典型的駐波！之前駐波被視為向左正弦波與向右正弦波的疊加。現在駐波是振盪弦的模式之波函數。稱為模式Normal Modes。在一模式下，所有粒子是一起以同一個時間函數振盪的。任兩個位置的波函數比例固定與時間無關。

波函數若一開始就與某一成正比，接下來波函數就會維持此比例關係。若與之前對coupled mass system模式的描述比較：位移行向量若一開始就與一本徵向量成正比，接下來位移就會維持此比例關係，我們可以推論可分解的波函數就對應模式的位移行向量， 就對應本徵向量！
所滿足標準的二次常微分方程式：

就稱為微分算子Differential Operator 的本徵函數！上式就稱為算子 的本徵值方程式！加了邊界條件後，本徵函數與本徵值就是離散分布。就是解出來的算子 的本徵函數，就是解出來的算子 的本徵值。

[image: A screenshot of a math equation
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起始條件
接下來我們必須引進起始條件。我們已經得到一系列可分離的解，這些解隨時間以簡諧運動的方式變化。但一般解會是這些模式解的線性組合：

係數由起始條件給定，我們還要將起始條件分解為的線性組合。
起始條件：

代入：


可見時間正弦函數的係數是由起始波函數決定，時間餘弦函數的係數是由起始波函數時間微分(介質粒子速率)決定。這就是Fourier Series！起始條件永遠可以分解為的線性組合。

在之前的三個粒子彈簧組的coupled masses例子，任一起始條件的行向量，都可以展開成三個本徵向量的線性組合，關鍵是：根據對稱矩陣本徵向量的定理，三個本徵向量彼此正交：。我們可以合理猜測如同矩陣的本徵向量，算子的本徵函數彼此也正交！，這個公式可以稱為函數的推廣的內積。
為了確認正交性質，我們可以直接計算推廣的內積：若


正弦函數是週期函數，上式為零，因此得到算子不同本徵值的本徵函數彼此正交！

若，


我們可以重新定義本徵函數，使它的推廣內積為：。

綜合以上兩個結果：我們可以寫下：


稱為Kronecker  Function。算子的本徵函數為正交歸一Orthonormal的一系列函數。
我們還可以用一個比較抽象、但未來可以推廣當其他例子的方法，來推導出正交性：已知，乘上後，兩邊作積分



將互換，等式依舊成立。

兩式相減，右邊抵消。

算子的本徵函數的確為正交歸一的一系列函數。
從之前的例子知道：若有正交歸一Orthonormal的一系列函數，任一函數很容易分解為此系列的線性組合，而且係數可以用內積計算出來，。所以如果這是將起始條件分解為本徵函數的線性組合成立：，取函數與本徵函數的推廣內積就能得到分解的係數：



於是就是傅立葉級數Fourier Series。
以上的結果也可以直接由本徵函數正交歸一的特性直接導出：




完備性
若是本徵函數的分解是正確的，我們可計算任一滿足邊界條件的函數的分解係數。但這樣的分解真的是正確的嗎？分解所得的級數真的與被分解的函數相等嗎？物理的直覺是：合理的起始條件下，波方程式應該都有解，因此這樣的分解一定是可行的。
數學上相等與否的判準一般是：這些係數組成的的線性組合，會趨近被分解的函數。具體說，兩者差距的平方和(積分)時，趨近於零。

這稱為具有完備性Completeness。在波方程式的例子中，起始條件的展開就是傅立葉級數的一部分，我們相信三角函數是Complete完備的，傅立葉級數可以趨近任一週期函數！我們將說明的展開的確就是傅立葉級數，因此這一系列的也是完備的。下學期再說明適當的算子的本徵函數也都是完備的。
傅立葉級數
數學家傅立葉發現一件非常驚人的事實：任一週期函數可以分解成一系列正弦函數與餘弦函數的級數和：

以上的函數週期是，定義於。週期若如絃段為的週期函數，上式可以改為：

如果運用於時間的函數，例如訊號或聲音：任一週期為的週期函數(訊號)可以分解為：

各成分的頻率是訊號函數頻率的整數倍！。即是各個成分的強度。研究三角函數就等於研究所有週期函數。

[image: File:Square wave frequency spectrum animation.gif]
我們只要對成三角函數後積分即可得到係數。



已可證明三角函數是完備的：

首先三角函數形成正交可歸一的一系列函數：

若

正弦函數是週期函數，上式為零。
若，

綜合兩式可以表示為：

同理：

而正弦函數與餘弦函數一律正交：




仿照行向量，將被分解函數對三角函數作推廣內積：
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