
Decay Equation

The simplest (ordinary) differential equation of function 𝑦 𝑥 , with variable 𝑥. 
𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 𝑓 𝑦, 𝑥

The first derivative of function 𝑦 𝑥 with respect to variable 𝑥 is a known function of 𝑥, 𝑦. 

It is called first order Ordinary Differential Equation (ODE) 一次常微分方程式.

For physics applications, the variable is usually time 𝑡, with the function then 𝑥 𝑡 or 𝑦 𝑡 . 
𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑓 𝑥, 𝑡

最簡單的微分方程式。

Physics is about the change of physical quantities. 
Physical law always concerns the rate of change, ie derivatives. 





空氣阻力大小與速度成正比時的拋體運動



力的向量表示式：

阻力向量與速度向量成正比！

當阻力大小與速率成正比

拋體運動是二維運動，物理量必須以向量表示：

𝐹⃗! = −𝑘𝑣 -𝑣 = −𝑘𝑣⃗

𝐹! = −𝑘𝑣



空氣阻力大小與速度成正比時的拋體運動

小阻力下的拋體，垂直與水平依舊彼此獨立。

!!

𝐹⃗" = −𝑚𝑔 ̂𝚥

𝑑𝑣#
𝑑𝑡

= −
𝑘
𝑚
𝑣#

𝐹⃗! = −𝑘𝑣⃗ 𝑚𝑎⃗ = 𝐹⃗" + 𝐹⃗!

𝑚𝑎⃗ = −𝑚𝑔 ̂𝚥 − 𝑘𝑣⃗𝑎⃗ = −𝑔 ̂𝚥 −
𝑘
𝑚
𝑣⃗

𝑑𝑣$
𝑑𝑡

= −𝑔 −
𝑘
𝑚
𝑣$

𝐹⃗!

𝐹⃗"

垂直方向的運動方程式與水平分量無關。

運動方程式

用分量表示！

𝑑𝑣⃗
𝑑𝑡

= −𝑔 ̂𝚥 −
𝑘
𝑚
𝑣⃗

𝑎⃗ =
𝑑𝑣⃗
𝑑𝑡



𝑡

𝑁

𝑑𝑁
𝑑𝑡

𝑡 = −Γ𝑁 𝑡

𝑁的微分，與𝑁成正比。

𝑑𝑣#
𝑑𝑡

𝑡 = −
𝑘
𝑚
𝑣# 𝑡

這個微分方程式，與放射性原子核數目𝑁的衰變方程式完全一樣！

𝑣#的微分與𝑣#成正比！

兩者的物理完全無關，但數學方程式完全相同，解就完全一樣！

水平速度的速度分量𝑣#

𝑑𝑣#
𝑑𝑡

= −
𝑘
𝑚
𝑣#

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑓 𝑥, 𝑡

This is a first order ordinary differential equation of function 𝑣# 𝑡 .

𝑣#的一次微分與𝑣#成正比！



Γ

1 − Γ

對許多變化，每單位時間發生變化的機率通常是固定的，這裏記為常數Γ。

Γ對每一個相同的等待變化者都相等。

這是一個適用於宇宙中，很多物理量變化的方程式！

變化 change

不變 unchange

下圖是放射性同位素碳原子核，衰變為氮原子核。 %
&'C → (

&'N + 𝑒) + 𝜈̅*



如果是觀測一大群等待變化者：

每變一個， 𝑁數目就減1。−Γ𝑁 等於數目變化率!+
!,
。

假設 Γ 是一個待變者每秒變化的機率。

機率使我們可以預測不變化者的數量𝑁。

Γ𝑁 即是𝑁個等待變化者，每秒發生變化的次數，

𝑡

𝑁

𝑑𝑁
𝑑𝑡

𝑡 = −Γ𝑁 𝑡

因此𝑁的微分，與𝑁 𝑡 函數成正比。

!"#$

%&'"#$!()*+,
-,#$()*)*. ==



如果是觀測一大群原子核：

每衰變一次，數目就減1。 −Γ𝑁 等於數目變化率!+
!,
。

假設 Γ 是一個原子核每秒衰變的機率。

機率使我們可以預測原子核衰變後的數量𝑁。

Γ𝑁 即是一群𝑁個原子核，每秒衰變發生的次數。

𝑡

𝑁

𝑑𝑁
𝑑𝑡

𝑡 = −Γ𝑁 𝑡

因此𝑁的微分，與𝑁 𝑡 函數成正比。

!"#$

%&'"#$!()*+,
-,#$()*)*. ==



細菌的生長及傳染病傳播也滿足類似的數學關係。

𝑑𝑁
𝑑𝑡

= +Γ𝑁 現在比例常數為正！

Γ是單位時間傳播比例infection rate：一個人會傳給多少人。

Γ𝑁就是單位時間新增染病人數。

細菌數目的增加速率，與細菌數目成正比！

同樣的推論也適用於使數目增加的變化！



Atomic nucleus 原子核由核子組成。

A nucleon 核子 is either a proton or a neutron.

Neutron Proton

現在來一點技術性的背景介紹，以了解放射性原子核。



原子內的正電與大部分的質量集中於極小的原子核 Nucleus  

原子核比電子重非常多。



Radon 222 
氡

Z=88, 
N=134,A=222 

與質子等數目的電子圍繞著原子核就形成原子。

氦 He



Radioactive decay 放射性原子核衰變

原子核若含大量核子，常會不穩定，會衰變decay(解體?)為較穩定的原子核。

衰變時會放射出高能量的粒子，具有殺傷力，就稱為放射性原子核！

例如放射性的氡(ㄉㄨㄥ)原子核，衰變時分裂為較小的釙(ㄆㄛˋ)原子核、

加上更小的氦原子核。質子、中子數量都不變。稱核分裂。

!"
###Rn氡 釙 氦

高能量的氦原子核就具有殺傷力。

𝛼衰變

𝛼衰變中，核子的身份不變，只是分裂了。



𝛽衰變 𝑛- → 𝑝. + 𝑒) + 𝜈̅*
與𝛼衰變不同，在𝛽衰變中，核子的身份改變了，

同時會放出微中子𝜈！

原子核內的中子可以進行𝛽衰變。



大部分不穩定放射性原子核的放射性，就來自 β衰變！

衰變前後原子核的質量會有差異，而有能量釋放。

原子核中的質子數目決定原子的化學性質。

%
&'C → (

&'N + 𝑒) + 𝜈̅*

不穩定的放射性原子核，可以透過β衰變，衰變為不同的原子核，

原子核中若發生β衰變，原子核的核種會改變！𝑛- → 𝑝. + 𝑒) + 𝜈̅*

例如：碳同位素原子核衰變為氮原子核！



實驗發現：一大群氡原子核，

經過一段稱為半衰期的時間(四天) ，數量會減半，

𝑡

𝑁

意思是有一半的氡原子核衰變成釙，一半的氡原子核沒有衰變。



𝑡

𝑁

這一顆沒衰變
這一顆衰變了

原來是一模一樣的原子核

注意即使完全相同的原子核，它的命運：何時及是否衰變，都不相同。

我們無法預測單一一顆原子核何時及是否衰變，只能預測它衰變的機率。

原子核的衰變是一個微觀的量子現象。



農場的每一株菜都不同，代表一樣品種的菜還是有先天與後天的差異。

但每一個放射性原子核都是一模一樣的，無從分辨，

根據科學的確定原則，照理講應該有一樣的性質與測量結果。

但事實是：完全相同的原子核，它的命運，何時及是否衰變，都不相同。



In Quantum Mechanics, there exists no quantity which in an 
individual case can determine the result of a collision. I myself 
is inclined to give up determinism in atomic world.

Max Born 1926

不確定性開始登陸了！

古典物理的決定論必須改變為量子物理的不確定論。

在量子力學之中，不存在任何量可以讓我們決定單一一次散射的結果。

我個人傾向在原子世界中放棄決定論！



一顆粒子在某處的物質波的強度 ≈ 在該處發現此粒子的機率

物質波的機率解釋 Max Born 1926

物質波強度是正比於振幅平方，這可以用波函數的絕對值平方 Ψ /來計算。

Ψ /是實數！



Quantum Mechanics is very imposing. But an inner voice tells me 
that it is not real thing. The theory delivers a lot but hardly brings us 
closer to the secrets of the Old One. I for one am convinced that He 
does not throw dice.  

Einstein to Born 1926

量子力學很令人印象深刻，但我內心有一個聲音告訴我，這不是

真實的東西。這個理論可以產生很多預測，但並沒有使我們更接

近上帝的秘密。我個人深信上帝是不玩骰子的。



實驗發現：一大群氡原子核，

每經過一段稱為半衰期的時間(四天) ，數量會減半，

𝑡

𝑁

這暗示每單位時間氡原子核衰變發生的機率是固定的。





Γ

1 − Γ

每單位時間衰變發生的機率通常是固定的。

對每一個相同的原子核都相等。



如果是觀測一大群原子核：

每衰變一次，數目就減1。 −Γ𝑁 等於數目變化率!+
!,
。

Γ 是一個原子核每秒衰變的機率。

機率使我們可以預測原子核衰變後的數量𝑁。

Γ𝑁 即是一群𝑁個原子核，每秒衰變發生的次數。

𝑡

𝑁

𝑑𝑁
𝑑𝑡

𝑡 = −Γ𝑁 𝑡



函數的微分與自己成正比！

𝑑𝑁
𝑑𝑡

= −Γ𝑁

現在我們來求解：

Method 0



sin 𝑥 cos 𝑥

微分

微分

𝑥0

𝑥0)&

𝑥0)/

𝑥

1

0

微
分

微
分

微
分

⋮

微
分

微
分

指數函數的微分依舊是指數函數。𝑑𝑒#

𝑑𝑥
= 𝑒#

有沒有這樣的函數？不可能是多項式。也不是三角函數。

𝑒)#

微
分



𝑁 = 𝑒)1,
𝑑𝑁
𝑑𝑡

= −Γ𝑁

但我可以在這個解的前面乘上任一個常數𝐶，解仍成立 𝑁 = 𝐶𝑒)1,

𝑑𝑁
𝑑𝑡

=
𝑑𝐶𝑒)1,

𝑑𝑡
= 𝐶

𝑑𝑒)1,

𝑑𝑡
= −𝐶Γ𝑒)1, = −Γ𝑁

注意常數𝐶可以是任意數，我們似乎得到了無限多組解。

取常數𝑏為−Γ，即得到解！

𝑑
𝑑𝑥
𝑒2# = 𝑏𝑒2#

一次微分方程式的解會有一個未確定的常數！

𝑑𝑒#

𝑑𝑥
= 𝑒#



𝑡

𝑁

𝑑𝑁
𝑑𝑡

= −Γ𝑁

𝑁 = 𝐶𝑒)1, 但也因有𝐶我們才能引入起始數目𝑁-，否則起始數量只是1。

事實上𝑁 0 = 𝐶 = 𝑁- 𝑁 = 𝑁-𝑒)1,

如果沒有引入起始的條件𝑁-，微分方程式有無限多個解。

引入適當的起始條件，微分方程式就只有唯一解。

微分方程式只規定變化率與數量正比，

此規定的漏洞是無法禁止等比例增減，也就是將數量乘常數𝐶！



常數𝐶可以是任意數，我們得到了無限多組解，對應無限多組線。。

引入適當的起始條件，只有一條線能滿足，微分方程式就只有唯一解。

幾何上的意義

這個結果幾乎適用於所有的微分方程式。



地表附近的自由落體或拋體

地表附近自由落體的運動方程式！這是微分方程式！

𝑚
𝑑/𝑦
𝑑𝑡/

= −𝑚𝑔

𝑚𝑎⃗ = −𝑚𝑔 ̂𝚥

𝐹⃗ = −𝑚𝑔 ̂𝚥

𝑑/𝑦
𝑑𝑡/

= −𝑔



𝑦 = −
1
2
𝑔𝑡/ + 𝑐&𝑡 + 𝑐-

𝑣 = −𝑔𝑡 + 𝑐&
這裡有一個常數，如果沒有這個常數，
起始速度只能為零。

如果沒有這個常數，
起始位置只能為零。

這裡有兩個未知的常數，顯示單靠微分方程式無法決定唯一解！

解微分方程式

速度的微分是一個多項式，
因此速度也是一個多項式！

多項式的微分幂次會降一次，
因此速度是時間的線性函數。

多項式的微分幂次會降一次，
因此位置是時間的二次函數。

位置的微分是一個多項式，
因此位置也是一個多項式！

𝑑/𝑦
𝑑𝑡/

= −𝑔

𝑑𝑣
𝑑𝑡

= −𝑔

𝑑𝑦
𝑑𝑡

= −𝑔𝑡 + 𝑐&

𝑑𝑦
𝑑𝑡

= 𝑣

𝑣 = M
,$

,

𝑑𝑡′ −𝑔 = −𝑔𝑡 + 𝑔𝑡- = −𝑔𝑡 + 𝑐&

引入速度，使微分少一次。



運動方程式加上兩個起始條件就決定唯一的一個解！

解的表示式中的兩個未定常數𝑐-, 𝑐&，正好由兩個起始條件來決定：

微分方程式無法決定唯一解

要求出物體運動路徑，必須加上初位置初速度兩個起始條件

但我們還未輸入起始的位置與速度，稱為起始條件！

無疑地，起始條件會影響運動的軌跡！

𝑦 = −
1
2
𝑔𝑡/ + 𝑐&𝑡 + 𝑐- 𝑣 = −𝑔𝑡 + 𝑐&

𝑦 0 = 𝑦- 𝑣 0 = 𝑣-

𝑦 0 = 𝑐- = 𝑦- 𝑣 0 = 𝑐& = 𝑣-

𝑦 = −
1
2
𝑔𝑡/ + 𝑣-𝑡 + 𝑦-



一般代數方程式的解通常是 No wiggle room

微分方程式的解需要刻意讓自己挪出足夠的空間與自由度，才能滿足起始條件。

!"! =+!

引入適當的起始條件，微分方程式就只有唯一解。

𝑑𝑁
𝑑𝑡

= −Γ𝑁



微分方程式的解需要刻意讓自己挪出足夠的空間與自由度，才能滿足起始條件。

引入適當的起始條件，微分方程式就只有唯一解。

因此，微分方程式的解通常會有未能決定的常數Undetermined Constants.

𝑁 = 𝐶𝑒)1,

𝑑𝑁
𝑑𝑡

= −Γ𝑁



以積分來進行解微分方程式的技巧：

𝑑𝑁
𝑑𝑡

= −Γ𝑁

ln𝑁 = −Γ𝑡 + 𝐶′

𝑁 𝑡 = 𝐶𝑒)1,

兩邊都取積分(即是微小變化累加)，注意可以加上一個未決定的常數𝐶′：

兩邊都取指數：

1
𝑁
𝑑𝑁 = −Γ𝑑𝑡

M
1
𝑁
𝑑𝑁 = −ΓM𝑑𝑡 + 𝐶′

𝑁 0 = 𝐶 = 𝑁- 𝑁 𝑡 = 𝑁-𝑒)1,

Method 1 (Separable Function)

函數的微小變化𝑑𝑁與變數的微小變化𝑑𝑡的關係。

注意常數𝐶可以是任意數，我們似乎得到了無限多組解。

引入適當的起始條件，微分方程式就只有唯一解。

比較可以普遍適用的求解法！

可以把所有𝑁的Factor集中左邊，𝑡集中右邊。



𝑑𝑁
𝑑𝑡

= −Γ𝑁

𝑑𝑁
𝑑𝑡

+ Γ𝑁 = 0

𝑒1,
𝑑𝑁
𝑑𝑡

+ Γ𝑒1,𝑁 = 0

𝑑 𝑒1,𝑁
𝑑𝑡

= 0

𝑒1,𝑁 = 𝐶

Method 2 (Linear Equation, Integrating Factor)

Leibniz (1645-1716)

兩邊都乘上𝑒1,, called integrating factor!

使左手邊可以寫成是一個函數的微分！

此函數微分為零，因此等於一個常數。

𝑁 𝑡 == 𝐶𝑒)1,

Γ𝑒1, =
𝑑
𝑑𝑡
𝑒1,



指數遞減

指數遞減函數，減少一半的時間永遠相同。

𝑁 𝑡/
𝑁 𝑡&

=
𝑐 P 𝑒)1,%
𝑐 P 𝑒)1,&

= 𝑒)1 ,%),& =
1
2

𝑡/ − 𝑡& =
1
Γ
ln 2 ≡ 𝑇&

/
半衰期

指數遞減函數是一個無窮級數，比所有多項式遞減都快：

lim
#→4

𝑒)#

𝑥)0
=
𝑥0

𝑒#
→ 0

𝑒# = T
05&

4
𝑥0

𝑛!
= 1 + 𝑥 +

𝑥/

2!
+
𝑥6

3!
+
𝑥'

4!
⋯

𝑁 = 𝑁-𝑒)1, = 𝑁-𝑒
),7 𝜏 ≡

1
Γ

𝜏稱平均壽命，數量變為 ⁄1 𝑒的時間。



碳14的半衰期是5700 ± 30年。

例如核分裂產物中的放射性碘-129半衰期可以到1600萬年，

過程中一直有放射性，這就是核廢料難處理的原因。





氚Tritium





常數 𝐶 是任意數，我們似乎得到無限多組解。

阻力作用下的物體，速度呈指數遞減。

指數遞減

𝑣# = 𝐶𝑒)
8
9,

𝑣# 0 = 𝐶 = 𝑣#-

𝑣# = 𝑣#-𝑒
)89,

𝑣# = 𝑣#-𝑒
)89,

𝑣#	

阻力下拋體的水平速度：

積分後即可得到任何時間的水平距離！



如果物理量滿足的方程式完全一樣，解當然就完全一樣。

𝑑𝑉
𝑑𝑡

= −
𝑘
𝑚
𝑉

𝑑𝑁
𝑑𝑡

= −Γ𝑁
𝑑𝑁
𝑑𝑡

= +Γ𝑁

First order Ordinary Differential Equation Arfken 7.2

And they are all separable: 𝑓 𝑥, 𝑦 can be separated into product of 𝑥 function and 𝑦 function  

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 𝑓 𝑥, 𝑦 = −
𝑃 𝑥
𝑄 𝑦 𝑃 𝑥 = Γ, 𝑄 𝑦 =

1
𝑁



𝑑𝑦
𝑑𝑥

= −
𝑃 𝑥
𝑄 𝑦

𝑄 𝑦 𝑑𝑦 = −𝑃 𝑥 𝑑𝑥

M𝑄 𝑦 𝑑𝑦 = −M𝑃 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶

This gives a relation between 𝑦 𝑥 and 𝑥 and could be solved to get solution 𝑦 𝑥 . 

To determined the constant 𝐶 , initial condition 𝑦- = 𝑦 𝑥- is needed.

Solving DE is doing integration, the inverse operation of differentiation.

Method 1

Again, there is an undetermined constant 𝐶 in the solution! 

P331Separable equation，從method 1衍伸：抽象數學推導

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 𝑓 𝑦, 𝑥

The right-hand side 𝑓 𝑦, 𝑥 is separable  
into a function of 𝑥 and a function of 𝑦.

𝑑𝑁
𝑑𝑡

= −Γ𝑁

1
𝑁
𝑑𝑁 = −Γ𝑑𝑡

M
1
𝑁
𝑑𝑁 = −ΓM𝑑𝑡 + 𝐶′



𝑑𝑦
𝑑𝑥

− 𝑝 𝑥 𝑦 = 0

Example 1:

M
1
𝑦
𝑑𝑦 = M𝑝 𝑥 P 𝑑𝑥 + 𝐶′

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= −
𝑃 𝑥
𝑄 𝑦

M𝑄 𝑦 𝑑𝑦 = −M𝑃 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶

ln 𝑦 = M𝑝 𝑥 P 𝑑𝑥 + 𝐶′

𝑦 = 𝐶𝑒∫ ; # <!# 等一下有用



絕熱過程  Adiabatic Process
若𝑄 = 0，𝑃和𝑉的關係為何？根據第一定律：

無限小的絕熱過程：

策略：將此條件寫成無限小變化Δ𝑃, Δ𝑉	的關係。

∆𝐸=>? +𝑊 = 𝑄 = 0

∆𝐸=>? = 𝑛𝑐@∆𝑇 =
𝑐@
𝑅
∆ 𝑃𝑉 ~

𝑐@
𝑅

𝑃∆𝑉 + 𝑉∆𝑃

𝑐@
𝑅

𝑃∆𝑉 + 𝑉∆𝑃 + 𝑃∆𝑉 = 0

𝑊 = 𝑃∆𝑉

𝑐@
𝑅
+ 1 𝑃∆𝑉 +

𝑐@
𝑅

𝑉∆𝑃 = 0

𝑐A
𝑐@

𝑃∆𝑉 + 𝑉∆𝑃 = 0

代入第一定律∆𝐸=>? +𝑊 = 0

得到了Δ𝑃, Δ𝑉的關係。

∆ 𝑃𝑉 = 𝑃 + ∆𝑃 𝑉 + ∆𝑉 − 𝑃𝑉~ 𝑃∆𝑉 + 𝑉∆𝑃

𝑑𝑃
𝑑𝑉

+
𝑐A
𝑐@

𝑃
𝑉
≡
𝑑𝑃
𝑑𝑉

+ 𝛾
𝑃
𝑉
= 0

Example 2:



𝑑𝑃
𝑑𝑉

= −𝛾
𝑃
𝑉

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= −
𝑃 𝑥
𝑄 𝑦

絕熱過程𝑃𝑉B是一個常數

𝛾 M
@'

@
1
𝑉
𝑑𝑉 = − M

A'

A
1
𝑃
𝑑𝑃

𝛾 fln 𝑉
@'

@
= − fln 𝑃

A'

A

𝛾 ln 𝑉 − ln𝑉C = − ln𝑃 − ln𝑃C

ln
𝑃
𝑃C
＝ 𝛾 P ln

𝑉C
𝑉

𝑃
𝑃C
=

𝑉C
𝑉

B

𝑃𝑉B = 𝑃C𝑉C
B

𝑃C = 𝑃 𝑉C is just initial condition.

This is a separable first order ODE of the function 𝑃 𝑉 .



單原子分子組成的理想氣體

雙原子分子組成的理想氣體

多原子分子組成的理想氣體

𝑐@ =
3
2
𝑅

𝑐@ =
5
2
𝑅

𝑐@ = 3𝑅

𝑐A =
5
2
𝑅

𝑐A =
7
2
𝑅

𝑐A = 4𝑅

𝑐A = 𝑐@ + 𝑅

𝛾 =
5
3

𝛾 =
7
5
= 1.4

𝛾 =
4
3



因此，絕熱膨脹時，溫度下降，(膨脹對外作功，故內能下降)。

絕熱壓縮，溫度上升。

當體積增加時，壓力的下降𝑃~ &
@&.)
要比定溫過程𝑃~ &

@
要來得快！

絕熱曲線

在絕熱過程中：

𝑃𝑉B是一個常數

𝑃 ∝ 𝑉)B →
1

𝑉
(
D

𝑃E𝑉E P 𝑉E
B)& = 𝑃C𝑉C P 𝑉C

B)&

𝑇E𝑉E
B)& = 𝑇C𝑉C

B)&

這個關係也可以用公式描述：

𝛾 =
7
5
= 1.4若以空氣為例： 𝑇E𝑉E

/
D = 𝑇C𝑉C

/
D

若以空氣為例：







因垂直與水平的獨立性，因此等同於阻力下的自由落體。

阻力

垂直方向的速度分量𝑣$

𝑑𝑣$
𝑑𝑡

= −𝑔 −
𝑘
𝑚
𝑣$



阻力下的落體y方向的速度

將右方的兩項合在一起，定義一個新的函數𝑉 𝑡 ：

V的方程是與之前的水平速度𝑣#完全一樣。

𝑑𝑣$
𝑑𝑡

= −𝑔 −
𝑘
𝑚
𝑣$ = −

𝑘
𝑚

𝑣$ +
𝑚𝑔
𝑘

𝑉(𝑡) ≡ 𝑣$(𝑡) +
𝑚𝑔
𝑘

𝑑𝑉
𝑑𝑡

=
𝑑𝑣$
𝑑𝑡

𝑑𝑉
𝑑𝑡

= −
𝑘
𝑚
𝑉

Method 0



阻力下的落體

V的方程是與之前的水平速度𝑣#完全一樣，解當然就完全一樣。

𝑑𝑉
𝑑𝑡

= −
𝑘
𝑚
𝑉

𝑉(𝑡) = 𝑉-𝑒
)89, = 𝑣$- +

𝑚𝑔
𝑘

𝑒)
8
9,

𝑣$(𝑡) = 𝑣$- +
𝑚𝑔
𝑘

𝑒)
8
9, −

𝑚𝑔
𝑘

= 𝑣$-𝑒
)89, +

𝑚𝑔
𝑘

𝑒)
8
9, − 1



!"

!"

水平速度

垂直速度

𝑣$ = 𝑣$- +
𝑚𝑔
𝑘

𝑒)
8
9, −

𝑚𝑔
𝑘

𝑣# = 𝑣#-𝑒
)89,





𝑑𝑣$
𝑑𝑡

= −𝑔 + 𝑏𝑣$

M
F* -

F* ,
1

𝑔 − 𝑏𝑣$
𝑑𝑣$ = −M

-

,

𝑑𝑡

這也是一個Separable Equation

但我們要用它介紹另一個方法：integrating factor.

Method 1



𝑑𝑣$
𝑑𝑡

+
𝑘
𝑚
𝑣$ = −𝑔

此方程式是一個 Linear First order ODE

𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦 = 𝑞 𝑥
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特徵是只包含一次方的𝑦，及其一次方的各次微分，以及一個已知𝑥函數。

若無已知𝑥函數𝑞 𝑥 ：source term，稱爲對應的Homogeneous Eq。

𝑑𝑣$
𝑑𝑡

+
𝑘
𝑚
𝑣$ = −𝑔

𝑑𝑣$
𝑑𝑡

+
𝑘
𝑚
𝑣$ = 0

抽象數學推導

注意Homogeneous Eq同已解出的水平速度。

若有則稱Inhomogeneous Eq，兩者密切相關。

我們要解的就是一個Inhomogeneous Linear First order ODE.

Method 2



𝑑𝑁
𝑑𝑡

= −Γ𝑁

𝑑𝑁
𝑑𝑡

+ Γ𝑁 = 0

𝑒1,
𝑑𝑁
𝑑𝑡

+ Γ𝑒1,𝑁 = 0

𝑑 𝑒1,𝑁
𝑑𝑡

= 0

𝑒1,𝑁 = 𝐶

Method 2 (Linear Equation, Integrating Factor)

Leibniz (1645-1716)

兩邊都乘上𝑒1,, called integrating factor!

使左手邊可以寫成是一個函數的微分！

此函數微分為零，因此等於一個常數。

𝑁 𝑡 == 𝐶𝑒)1,

Γ𝑒1, =
𝑑
𝑑𝑡
𝑒1,



𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦 = 𝑞 𝑥

積分因子法 integrating factor，method 2

𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦

The idea: multiply the left-hand side by an integrating factor 𝛼 𝑥 : 

𝛼 𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝛼 𝑥 𝑦 =
𝑑 𝛼𝑦
𝑑𝑥

By chain rule, the condition is: 𝑑𝛼
𝑑𝑥

− 𝑝 𝑥 𝛼 = 0

This is a separable ODE which we already know how to solve!

𝛼 𝑥 = exp M
#$

#

𝑝 𝑥 𝑑𝑥
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𝑑𝑁
𝑑𝑡

+ Γ𝑁

𝑒1,
𝑑𝑁
𝑑𝑡

+ Γ𝑒1,𝑁 =
𝑑 𝑒1,𝑁

𝑑𝑡

So that it becomes the derivative of a function.

𝑑
𝑑𝑡
𝑒1, = Γ𝑒1,

This condition is actually the Homogeneous Eq with −𝑝 𝑥 .  
The integrating factor 𝛼 𝑥 equals the inverse of the solution of the Homogeneous Eq.

𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦 = 0



𝑑𝑦
𝑑𝑥

− 𝑝 𝑥 𝑦 = 0

Example 1:

M
1
𝑦
𝑑𝑦 = M𝑝 𝑥 P 𝑑𝑥 + 𝐶′

ln 𝑦 = M𝑝 𝑥 P 𝑑𝑥 + 𝐶′

𝑦 = 𝐶𝑒∫ ; # <!# 等一下有用



𝛼
𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝛼𝑝𝑦 = 𝛼𝑞 𝛼 𝑥 = exp M𝑝 𝑥 𝑑𝑥

𝑑 𝛼𝑦
𝑑𝑥

= 𝛼𝑞

𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦 = 𝑞 𝑥

𝛼
𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝛼𝑝𝑦 =
𝑑 𝛼𝑦
𝑑𝑥

= 𝛼𝑞

𝛼𝑦 = M𝛼𝑞 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 𝑦 =
𝐶

𝛼 𝑥
+

1
𝛼 𝑥

M𝛼 𝑥 𝑞 𝑥 𝑑𝑥

We can then integrate both sides!

The whole equation is simplified: 

Multiply the whole equation by the integrating factor 𝛼 𝑥 : 

Again, there is an undetermined constant 𝐶 in the solution as expected.



𝑣$(𝑡) =
𝐶
𝛼 𝑡

−
1

𝛼 𝑡
M𝛼 𝑡 𝑔 𝑑𝑡

The first term 𝐶𝑒)
+
,, is the solution of the homogeneous ODE.

The second term is one of the solutions of the inhomogeneous ODE.

= 𝐶𝑒)
8
9, − 𝑔𝑒)

8
9, P

𝑚
𝑘
𝑒
8
9, = 𝐶𝑒)

8
9, −

𝑚𝑔
𝑘

𝑑𝑣$
𝑑𝑡

+
𝑘
𝑚
𝑣$ = −𝑔

𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦 = 𝑞 𝑥

𝛼 𝑡 = exp M
𝑘
𝑚
𝑑𝑡 = 𝑒

8
9,

Apply the general solution to the Equation of 𝑣$ by comparing:

𝑦 =
𝐶

𝛼 𝑥
+

1
𝛼 𝑥

M𝛼 𝑥 𝑞 𝑥 𝑑𝑥

𝛼 𝑥 = exp M𝑝 𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑣$
𝑑𝑡

+
𝑘
𝑚
𝑣$ = 0

Solutions of Linear inhomogeneous ODE equals one solution of the 

inhomogeneous ODE plus the solution of the homogeneous ODE.



𝑦 =
𝐶

𝛼 𝑥
+

1
𝛼 𝑥

M𝛼 𝑥 𝑞 𝑥 𝑑𝑥 ≡ 𝑦& + 𝑦/

The first term G
H #

is the solution of the homogeneous ODE.

The second term is one of the solutions of the inhomogeneous ODE.

This is a general property of all linear ODE’s.

𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦 = 𝑞 𝑥

𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦 = 0

1
𝛼 𝑥

= exp −M𝑝 𝑥 𝑑𝑥



𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦 = 𝑞 𝑥
𝑑𝑦/
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦/ = 𝑞 𝑥−

𝑑 𝑦 − 𝑦/
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦 −𝑦/ = 0

Solutions 𝑦 of Linear inhomogeneous ODE equals one solution 𝑦/ of the 

inhomogeneous ODE plus the solution 𝑦& of the homogeneous ODE.

The difference between any two solutions 𝑦 − 𝑦/ of a Linear inhomogeneous 

ODE equals a solution of the homogeneous ODE.

𝑦 − 𝑦/ equals a solution 𝑦& of the homogeneous ODE.

𝑦 = 𝑦& + 𝑦/



Separable

First order Ordinary Differential Equation

Linear First order ODE

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= −
𝑃 𝑥
𝑄 𝑦

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 𝑓 𝑦, 𝑥

Homogeneous ODE Non-Homogeneous ODE

𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦 = 𝑞 𝑥

𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦 = 0

積分法

積分因子法 integrating factor

Solutions of Linear inhomogeneous ODE equals one solution 𝑦/ of the 

inhomogeneous ODE plus the solution of the homogeneous ODE.

there is an undetermined constant 𝐶



如果物理量滿足的方程式完全一樣，解當然就完全一樣。

𝑑𝑉
𝑑𝑡

= −
𝑘
𝑚
𝑉

𝑑𝑁
𝑑𝑡

= −Γ𝑁
𝑑𝑁
𝑑𝑡

= +Γ𝑁

𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑝 𝑥 𝑦 = 𝑞 𝑥

Linear First Order ODE

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 𝑓(𝑥, 𝑦)

引入適當的起始條件，微分方程式通常就只有唯一解。

Linear First Order ODE 只有一個線性獨立解！








