
瞬時速度向量Vector，就是位置向量的瞬時變化率。

如此定義的速度向量：𝑣⃗

方向 #𝑣是沿著運動的切線方向，

大小𝑣是移動的速率。

𝑣⃗ =
𝑑𝑟
𝑑𝑡

≡ lim
∆"→$

∆𝑟
∆𝑡

= lim
∆"→$

∆𝑥
∆𝑡
,
∆𝑦
∆𝑡
,
∆𝑧
∆𝑡

= lim
∆"→$

∆𝑥
∆𝑡
, lim
∆"→$

∆𝑦
∆𝑡
, lim
∆"→$

∆𝑧
∆𝑡

=
𝑑𝑥
𝑑𝑡
,
𝑑𝑦
𝑑𝑡
,
𝑑𝑧
𝑑𝑡

= 𝑣%, 𝑣&, 𝑣'

𝑣% =
𝑑𝑥
𝑑𝑡

𝑣& =
𝑑𝑦
𝑑𝑡 𝑣' =

𝑑𝑧
𝑑𝑡



𝑎% =
𝑑(𝑥
𝑑𝑡( 𝑎& =

𝑑(𝑦
𝑑𝑡( 𝑎' =

𝑑(𝑧
𝑑𝑡(𝑣% =

𝑑𝑥
𝑑𝑡

𝑣& =
𝑑𝑦
𝑑𝑡

𝑣' =
𝑑𝑧
𝑑𝑡





以等速圓周運動的位置向量𝑟的分量，直接計算向心加速度向量𝑎⃗	：

設ω為角度增加的速度，稱角速度。

𝑣% =
𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑟
𝑑
𝑑𝑡

cos𝜔𝑡 , sin𝜔𝑡

𝑟 = 𝑟 cos𝜔𝑡 , 𝑟 sin𝜔𝑡 = 𝑟 8 𝑟̂

𝑟̂ = cos𝜔𝑡 , sin𝜔𝑡

等速圓周運動夾角是等速增加！

𝜃 = 𝜔𝑡𝑟

𝜔𝑡

= 𝑟
𝑑
𝑑𝑡
cos𝜔𝑡 ,

𝑑
𝑑𝑡
sin𝜔𝑡

需要三角函數的微分！

正弦函數的微分是餘弦函數

餘弦函數的微分是負的正弦函數

𝑑
𝑑𝜃

sin 𝜃 = cos 𝜃

𝑑
𝑑𝜃

cos 𝜃 = − sin 𝜃



等速圓周運動的加速度

複合函數的連鎖率

= 𝑟
𝑑
𝑑𝑡

cos𝜔𝑡 ＝𝑟 lim
∆"→$

∆ cos 𝜃
∆𝑡

＝𝑟 lim
∆"→$

∆ cos 𝜃
∆𝜃

∆𝜃
∆𝑡

𝑟 = 𝑟 cos𝜔𝑡 , 𝑟 sin𝜔𝑡 = 𝑟 8 𝑟̂

𝜃＝𝜔𝑡

𝑣⃗ =
𝑑𝑥
𝑑𝑡
,
𝑑𝑦
𝑑𝑡

= −𝑟𝜔 sin𝜔𝑡 , 𝑟𝜔 cos𝜔𝑡

= 𝑟𝜔 − sin𝜔𝑡 , cos𝜔𝑡 = 𝑟𝜔#𝑣 𝑣 = 𝑟𝜔 𝑟̂ 8 #𝑣 = 0

𝑟̂ = cos𝜔𝑡 , sin𝜔𝑡

𝑣% =
𝑑𝑥
𝑑𝑡

𝑟
𝜔𝑡

= 𝑟 lim
∆)→$

∆ cos 𝜃
∆𝜃

lim
∆"→$

∆ 𝜔𝑡
∆𝑡

＝𝑟
𝑑 cos 𝜃
𝑑𝜃

8
𝑑 𝜔𝑡
𝑑𝑡

= −𝑟𝜔 sin𝜔𝑡

𝑣& =
𝑑𝑦
𝑑𝑡

= 𝑟
𝑑
𝑑𝑡

sin𝜔𝑡 = 𝑟𝜔 cos𝜔𝑡

𝜔



等速圓周運動的加速度

向心加速度指向圓心

𝑣⃗ = −𝑟𝜔 sin𝜔𝑡 , 𝑟𝜔 cos𝜔𝑡

𝑟̂ = cos𝜔𝑡 , sin𝜔𝑡

𝑎⃗ = −𝑟𝜔( cos𝜔𝑡 , sin𝜔𝑡 = −𝑟𝜔(𝑟̂

𝑎⃗ =
𝑑𝑣⃗
𝑑𝑡

= −𝑟𝜔
𝑑
𝑑𝑡

sin𝜔𝑡 , 𝑟𝜔
𝑑
𝑑𝑡
cos𝜔𝑡

= −𝑟𝜔
𝑑 𝜔𝑡
𝑑𝑡

8
𝑑 sin 𝜃
𝑑𝜃

, 𝑟𝜔
𝑑 𝜔𝑡
𝑑𝑡

8
𝑑 cos 𝜃
𝑑𝜃

= −𝑟𝜔( cos𝜔𝑡 , −𝑟𝜔( sin𝜔𝑡

𝑎 = 𝑟𝜔( =
𝑣(

𝑟
向心加速度大小：

𝑟

𝜔𝑡
𝑎⃗



𝑎 = 𝑟𝜔( =
𝑣(

𝑟



月球的運動與蘋果的運動都是加速度運動！

兩者的加速度都同樣指向地心！

合理猜測：月球與蘋果同樣都在地球影響下運動！地球影響是運動的因！

而月球與蘋果的運動軌跡相同之特質就是加速度！因此加速度是果！

同樣的因，必然造成同樣的果！



牛頓運動定律

地球影響 蘋果加速度

經驗顯示：質量越大越難推動！需要越大的力。

加速度是指向地心，因此力與加速度都有方向性。

將一物體對另一物體的影響，稱為力 Force。

因 果

F

F

𝐹 ∝ 𝑎

𝐹 = 𝑚𝑎

𝐹⃗ = 𝑚𝑎⃗



要求每一個有質量的物體，每一個方向都滿足一個牛頓第二定律！

無質量或質量可以忽略者，要求其所受合力必須為零。

將未知的力與加速度以符號代表。

聯立方程式，解出未知量。

解題訣竅：



計算旋轉速度！





− = 0

− = 0

支架張力與重力的合力等於質量乘向心加速度！

合力提供了質量作等速圓周運動所需的向心力！







靜摩擦力大小由物體維持靜止這個條件來決定，

但最大值經測量發現一般都與垂直的正向力成正比。

同時，動摩擦力一般來說是一定值，與垂直的正向力成正比：

𝑓* = 𝑛𝜇*

𝑓+ < 𝑛𝜇+ 𝜇+:最大靜摩擦係數

𝜇*:動摩擦係數







上方小方塊在下方方塊上滑行

𝑚,𝑎, = 𝑚(𝑔 8 𝜇*

𝑚(𝑎( = 𝐹 −𝑚(𝑔 8 𝜇*



最大靜摩擦力：𝑁𝜇+

不滑動條件

施力𝐹⃗使方塊組向右移動，在何條件下，左方的方塊會維持不向下滑動？

𝑁

𝑚𝑔

𝑓+
左方的方塊會維持不向下滑動

𝑎 =
𝐹

𝑀 +𝑚

𝑁 = 𝑀𝑎 =
𝐹𝑀

𝑀 +𝑚

𝑓+ = 𝑚𝑔

𝑓+ < 𝑁𝜇+

𝑚𝑔 <
𝐹𝑀

𝑀 +𝑚
𝜇+





簡諧運動的運動方程式

一個簡諧運動，只由一個特徵常數 ω（角頻率）決定！

𝐹 = −𝑘𝑥

𝑑!𝑥
𝑑𝑡!

= −
𝑘
𝑚
𝑥 = −𝜔!𝑥𝑚

𝑑!𝑥
𝑑𝑡!

= −𝑘𝑥
𝑑!𝑥
𝑑𝑡!

= −𝜔!𝑥 𝜔 =
𝑘
𝑚



正弦函數與餘弦函數的兩次微分都和負的自己成正比！

因此很容易就找到兩個解

那麼任一線性組合 也是解！

簡諧運動的解

我們得到無限多個解！

微分方程式的解需要讓自己挪出足夠的空間，才能滿足起始條件。

𝑑!𝑥
𝑑𝑡!

= −𝜔!𝑥

𝑥! = cos𝜔𝑡𝑥" = sin𝜔𝑡

𝑥 = 𝑎 cos𝜔𝑡 + 𝑏 sin𝜔𝑡



𝑎, 𝑏由起始條件決定

這個函數同時滿足運動方程式以及兩個起始條件，因此是唯一的解！

不用再找了！

𝑥 = 𝑎 cos𝜔𝑡 + 𝑏 sin𝜔𝑡

𝑣 = −𝜔𝑎 sin𝜔𝑡 + 𝜔𝑏 cos𝜔𝑡

𝑥 0 = 𝑎 = 𝑥#

𝑣 0 = 𝜔𝑏 = 𝑣# 𝑏 =
𝑣#
𝜔

𝑥 = 𝑥# cos𝜔𝑡 +
𝑣#
𝜔
sin𝜔𝑡



較容易明瞭其物理意義的表示式是：

這兩個數學式是一樣的，因為：

兩組常數之間的關係：

這個式子較適合運動方程式求解。𝑥 = 𝑥# cos𝜔𝑡 +
𝑣#
𝜔
sin𝜔𝑡

𝑥 = 𝑥$ cos 𝜔𝑡 + 𝜙

𝑥 = 𝑥$ cos 𝜔𝑡 + 𝜙 = 𝑥$ cos 𝜙 cos𝜔𝑡 − 𝑥$ sin 𝜙 sin𝜔𝑡

𝑥# = 𝑥$ cos 𝜙 ,
𝑣#
𝜔
= −𝑥$ sin 𝜙

𝑥$ = 𝑥#! +
𝑣#
𝜔

!

tan𝜙 = −
𝑣#
𝜔𝑥#



𝑥- 及 𝜙兩個常數是由起始條件決定：

𝜔是由簡諧振盪子的性質決定：

同一個彈簧組，只有一個值。

對個別的運動，所取的值不同。

𝑥 = 𝑥$ cos 𝜔𝑡 + 𝜙

𝑣 =
𝑑𝑥
𝑑𝑡

= −𝜔𝑥$ sin 𝜔𝑡 + 𝜙

𝑥- = 𝑥$( +
𝑣$
𝜔

(

𝜔 =
𝑘
𝑚



三角函數是一個週期函數。

𝜔稱為角頻率Angular Frequency。

頻率Frequency: 𝑓＝1/𝑇每秒進行了幾個周期。單位 s-1 = Hz。

ω決定了振盪的週期	𝑇。

三角函數一個週期後，角度增加2𝜋。

簡諧運動的週期 𝑇等於

𝑥 = 𝑥$ cos 𝜔𝑡 + 𝜙

𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡 + 𝑇 → cos 𝜔𝑡 + 𝜙 = cos 𝜔𝑡 + 𝜔𝑇 + 𝜙

𝜔𝑇 = 2𝜋

𝜔 =
2𝜋
𝑇
=

𝑘
𝑚

𝑓 =
1
2𝜋

𝑘
𝑚

𝑇 = 2𝜋
𝑚
𝑘

𝜔 =
2𝜋
𝑇
= 2𝜋𝑓



假想圓是一個很好的工具，但不是真的有一個圓！

正好是一個半徑為𝑥-的等速圓周運動的水平分量。

一個等速圓周運動位置的水平投影就等於一個簡諧運動。

此等速圓周運動的速度與加速度的水平分量也好與簡諧運動相等。

𝑥 = 𝑥$ cos 𝜔𝑡 + 𝜙



相角差等於：Δ𝜙 = .
(
+ cos/, ,.1

2.$

or cos/, − ,.1
2.$

需要時間：
%&
'

cos/, −
1.5
6.0



一個粒子在平衡點附近的小規模運動都是簡諧運動！

q

5Q

5Q

QQ

對彈簧的討論結果可以適用所有在平衡點附近的小規模運動。



力與距平衡點的位移成正比，即簡諧運動！

𝑦! 𝑦

𝜌𝐴𝑦$𝑔 = 𝑚𝑔

𝐹"
𝐹"

𝑚𝑔
𝑚𝑔

𝐹 = −𝜌𝐴𝑦𝑔 + 𝑚𝑔 = −𝜌𝐴𝑔 𝑦 − 𝑦$

𝐹 = −𝜌𝐴𝑔 8 ∆𝑦 = −𝑘 8 ∆𝑦

𝑘 = 𝜌𝐴𝑔

對彈簧的討論結果就可以直接適用。

𝑇 = 2𝜋
𝑚
𝜌𝐴𝑔 𝑦 = 𝑦$ + 𝑦- cos

𝜌𝐴𝑔
𝑚

𝑡


