
力是動量的變化率

動量 Momentum
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若外力為零，粒子的動量是守恆量！

動量守恆定律 Momentum Conservation Law
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在碰撞過程中，兩粒子的動量和，也就是總動量，是守恆量！
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粒子在外力影響下作旋轉運動 Rotation

旋轉運動依舊由牛頓運動定律控制，但可以作一些設計使討論更容易！



造成旋轉的物理量，應該與力、力的方向、及施力的位置同時有關！

𝐹) - 𝑟 = 𝐹 sin𝜙 - 𝑟 ≡ 𝜏

物體也可受力旋轉！

平行於力臂的力對旋轉沒有幫助！因此將垂直力臂的力乘上力臂。

力矩  Torque 扭力



力矩  Torque 扭力

𝜏

大膽的猜想：力在旋轉運動的對應是力矩！

𝜏 = 𝑟 - 𝐹) = 𝑟 - 𝐹 sin𝜙 = 𝑟×𝐹⃗

𝐹

𝜏 ≡ 𝑟×𝐹⃗

如此可以定義力矩為一向量𝜏：



一個粒子的角動量

這樣的定義有用嗎？

力矩可以寫成一個向量物理量的變化率：

𝐿 ≡ 𝑟×𝑝
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𝜏 ≡ 𝑟×𝐹⃗

考慮力矩作用於一個粒子之上所產生的效應。

𝜏 = 𝑟×𝐹⃗ = 𝑟×
𝑑𝑝 
𝑑𝑡

=
𝑑
𝑑𝑡

𝑟×𝑝 −
𝑑𝑟
𝑑𝑡
×𝑝 =

𝑑
𝑑𝑡

𝑟×𝑝

𝐿 ≡ 𝑟×𝑝⃗

𝐹⃗ =
𝑑𝑝
𝑑𝑡

如同牛頓第二定律。

此公式決定了粒子的旋轉運動。

𝑣⃗×𝑚𝑣⃗ = 0

力在旋轉運動的對應真的是是力矩！

角動量的物理意義最重要就是它的守恆律，現在以軌道運動來說明。



一個粒子的角動量

力矩真的可以寫成一個向量物理量的變化率：

𝐿 ≡ 𝑟×𝑝

𝜏 =
𝑑𝐿
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𝐿 ≡ 𝑟×𝑝⃗

若𝜏 = 0，則角動量𝐿守恆。

星體的軌道運動就是角度量守恆的運動。

注意：𝐿的方向垂直於𝑟, 𝑝兩個向量所展開的平面，如上圖。



行星、彗星繞太陽是由於太陽的萬有引力：



萬有引力是指向原點的施力者： 𝐹⃗ = −𝐺
𝑚𝑀
𝑟!
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𝜏 ≡ 𝑟×𝐹⃗~𝑟×𝑟̂ = 0

𝜏 = 0，角動量𝐿守恆。對萬有引力作用下的運動，角動量守恆！

行星運動中𝑟, 𝑝都會維持在一個固定平面上。因此軌道運動是一如下圖的平面運動。

𝐿 ≡ 𝑟×𝑝⃗
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= 0

沿力臂方向𝑟̂的力產生的力矩為零。

𝐿的方向垂直於𝑟, 𝑝兩個向量所展開的平面，因此此平面亦不變。



𝐿 ≡ 𝑟×𝑝 = 𝑟 - 𝑝* = 𝑟 - 𝑚
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將平面軌道位置的垂直座標以距離𝑟 𝑡 及角度𝜃 𝑡 取代，稱為極座標！

𝜔 =
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𝑚𝑟!
角速度𝜔由距離𝑟決定！距離𝑟小的時候，角速度𝜔大，轉得快。

𝐿 = 𝑚𝑟!𝜔 當粒子的角動量守恆，大小記為𝑙。

而且𝐿 = 𝑚𝑟!𝜔有一個很簡單的幾何意義。

角度的變化率𝜔稱為角速度，在軌道運動中角速度會改變，是時間的函數。
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角動量守恆表示在軌道上各處，此面積是固定的。

軌道運動的角動量𝑙洽正比於單位時間內𝑟掃過的面積𝐴！

𝑙 - ∆𝑡 = 𝑚𝑟!
∆𝜃
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- ∆𝑡 ∝ 𝑟 - 𝑟∆𝜃 = 𝑟 -弧⻑ ∝ 2𝐴

將角動量乘上單位時間差∆𝑡

∆𝜃

這就是克卜勒第三定律！

面積若是固定的，距離𝑟小的時候，轉得快，距離𝑟遠的時候，轉得慢。。



∆𝑟

∆𝑟∆𝜃 𝑟∆𝜃

關鍵是：這兩種運動近似是彼此垂直的！

位移∆𝑟時，行星一邊改變與原點的距離𝑟，位移是沿𝑟的徑向：

一邊繞原點旋轉，位移近似是一個弧長，與弧角∆𝜃對應：

考慮行星軌道運動的如下一小段。

𝑟∆𝜃 𝑡

所以沿這兩個方向的速度分量，就是沿這兩個方向位移的時間微分。

∆𝑟



𝑣!
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速度𝑣⃗沿𝑟̂的方向的分量，就是距離的變化率！

沿垂直於𝑟̂的方向的分量，就是旋轉的速率。
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這兩個分量彼此垂直，速度大小就可以寫成：
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轉動動能

似乎轉動與徑向運動可以分開看！

動能也有兩項：
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二維運動等價於一個在有效位能𝑉",, 𝑟 作用下的一維運動！
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𝑚𝑟!
角速度𝜔由距離𝑟決定！因此轉動動能完全由距離決定。

轉動動能
%
!
𝑚𝑟!𝜔!如同位能一樣！將轉動動能併入位能之中！

但旋轉的快慢，因為角動量守恆，完全由距離決定了。
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機械能的公式可以很明顯看出來：

動能就剩下：
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這等價於一個沿一維𝑟軸，位能為𝑉",, 𝑟 的運動。
一維運動能量圖的討論就能適用於這個情況！



𝐸 = 𝐸% > 0 則粒子成自由態。
距離由∞減小到折返點的距離，再遠離回到∞，
這是如彗星軌道的距離變化過程。



𝐸 = 𝐸! < 0 則粒子成束縛態。距離在兩折返點間𝑟! < 𝑟 < 𝑟.。。

這正是橢圓形行星軌道的距離變化過程，兩折返點對應近日點與遠日點。



𝐸 = 𝐸/ < 0，粒子距離會固定在有效位能的平衡點
軌道是圓形。距離在𝑟 = 𝑟/。
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距離 𝑟與時間 𝑡的關係可以解出來！

距離𝑟與角度𝜙的關係，也就是整個軌跡，可以解出來！

有了兩個守恆量𝑙, 𝐸做標記，粒子的運動可以解出來：
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兩邊積分





粒子永遠不會墜入到原點。










