
一個電子所有可能的量子狀態、即狀態函數，組成一線性空間。

𝜓 𝑥
兩個量子狀態的疊加，就是線性組合，依舊是一可能的量子狀態！



正交定理：本徵函數彼此正交。這很像一組彼此正交的基底！

!
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝑢# 𝑥 ∗ $ 𝑢% 𝑥 = 𝛿#%

𝑐% = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝑢% 𝑥 ∗ $ 𝜓 𝑥

𝜓 𝑥 =*
%

𝑐% $ 𝑢% 𝑥

分量𝑐&可以寫成態函數與本徵函數的空間積分:

展開定理：任一狀態𝜓可以𝑢%作展開。展開讓我們聯想到向量以基底展開：

̂𝚤# $ ̂𝚤% = 𝛿#%

𝑎⃗ = *
#'(

)

𝑎# ̂𝚤#

𝑎# = 𝑎⃗ $ ̂𝚤#

把狀態視為向量，展開定理與正交定理，就如同向量空間分析一模一樣！

一系列本徵函數𝑢%似乎類比於一組基底。

任一狀態函數依疊加係數𝑐%可以此𝑢%作展開，如同向量以分量對基底展開。

如同向量，狀態函數的資訊就保留在分量中。

這個線性空間的數學結構，在我們研究能量的本徵函數𝑢%時，很明顯表現出來：



正交定理：本徵函數彼此正交。

!
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝑢# 𝑥 ∗ $ 𝑢% 𝑥 = 𝛿#%

𝑐% = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝑢% 𝑥 ∗ $ 𝜓 𝑥

𝜓 𝑥 =*
%

𝑐% $ 𝑢% 𝑥

分量𝑐&可以寫成態函數與本徵函數的空間積分:

展開定理：任一狀態𝜓可以𝑢%作展開。

̂𝚤# $ ̂𝚤% = 𝛿#%

𝜓 = *
#'(

)

𝑐# ̂𝚤#

𝑐# = 𝜓 $ ̂𝚤#

在這對應中，最關鍵的是：我們熟悉的積分，在這向量空間內就是內積：

!
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜓 𝑥 ∗ $ 𝜙 𝑥 𝜓 $ 𝜙

以上適用於任何算子的本徵態



花燈由支架支撐展開，所有可能的量子狀態是由本徵函數為支架展開！

我們更近一步發現，此線性空間如同向量空間一樣可以有內積的計算。



!
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜓 𝑥 ∗ $ 𝜙 𝑥 ≡ 𝜓, 𝜙

大膽引進一符號 𝜓, 𝜙 來表達兩個狀態函數𝜓,𝜙的此一內積：

兩個函數乘積的積分滿足線性代數中兩向量的內積的所有性質（如分配律）！

這個內積在前換互換後，會變為複數共軛。

可見一個狀態函數𝜓與自己的內積一定是實數，

𝜓,𝜓 ∗ = 𝜓,𝜓

這個內積可以用來書寫一個狀態函數𝜓的歸一化條件：

!
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜓 𝑥 ∗ $ 𝜓 𝑥 ≡ 𝜓, 𝜓 = 1 𝜓只能是單位向量！向量長度需為1。

這對應向量的長度平方。

𝜓, 𝜙 ∗ = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜓∗ $ 𝜙

∗

≡ !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙∗ $ 𝜓 = 𝜙, 𝜓



!
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜓 𝑥 ∗ $ 𝜙 𝑥 ≡ 𝜓, 𝜙用這一內積符號：

如此𝑢%的正交定理可以簡化寫成：

!
*

&

𝑑𝑥 $ 𝑢%∗ 𝑥 𝑢# 𝑥 = 𝛿#% 𝑢%, 𝑢# = 𝛿#%

𝑐% = !
*

&

𝑑𝑥 $ 𝑢%∗ 𝑥 𝜓 𝑥

函數展開的分量可以寫成：

𝑐% = 𝑢%, 𝜓 𝑢%就是正交基底。

這是驚人的簡化，省去書寫積分的麻煩。

更重要、它揭露了量子狀態、即狀態函數的數學結構：有內積的向量空間。



!
*

&

𝑑𝑥 $ 𝑢%∗ 𝑥 𝜓 𝑥 = !
*

&

𝑑𝑥 $ 𝑢%∗ 𝑥 *
#'(

"

𝑐#𝑢# 𝑥

= *
#'(

"

𝑐#!
*

&

𝑑𝑥 $ 𝑢%∗ 𝑥 𝑢# 𝑥 = *
#'(

"

𝑐#𝛿#% = 𝑐% 𝑐% = !
*

&

𝑑𝑥 $ 𝑢%∗ 𝑥 𝜓 𝑥

𝜓 𝑥 = *
%'(

"

𝑐%𝑢% 𝑥

𝑢%, 𝜓 = 𝑢%, *
#'(

"

𝑐#𝑢# 𝑥 = *
%'(

"

𝑐# 𝑢%, 𝑢# = *
%'(

"

𝑐#𝛿#% = 𝑐%

𝑐% = 𝑢%, 𝜓

用新的符號推導展開係數，過程相同，卻極簡。而且與向量分析完全一致。



𝐻 = 𝜓, 4𝐻𝜓 = 𝜓, 4𝐻*
%'(

"

𝑐%𝑢% = *
%'(

"

𝑐% 𝜓, 4𝐻𝑢%

= *
%'(

"

𝑐%𝐸% 𝜓, 𝑢# = *
%'(

"

𝑐%𝐸% 𝑢%, 𝜓 ∗ =*
%

𝐸%𝑐%𝑐%∗ =*
%

𝐸% $ 𝑐% +

期望值的書寫也可以用新的內積。

連期望值都可以寫成：

𝐴 = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜓∗ 𝑥 $ 7𝐴𝜓 𝑥 𝐴 = 𝜓, 7𝐴𝜓

展開定理的證明與計算更簡單：



所有可能的量子狀態、即狀態函數組成的數學結構：

有內積的、無限維的向量空間：Hilbert Space。

!
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙 𝑥 ∗ $ 𝜓 𝑥 ≡ 𝜙, 𝜓

𝜓 𝑥



𝑥

𝜓 𝑥

𝜓 𝑥!

𝑥!

任何函數可以以此基底展開，在此即如下，以𝜓 𝑥* 分量一個個𝛿 𝑥 − 𝑥* 疊加！

𝜓 𝑥 = !
!"

"

𝑑𝑥* 𝜓 𝑥* 𝛿 𝑥 − 𝑥*

分量 本徵函數

𝑥
!!

收集位置算子 9𝑥，所有本徵值𝑥*的本徵函數𝛿 𝑥 − 𝑥* ，就組成一組基底

𝑢," = 𝛿 𝑥 − 𝑥*

狀態函數𝜓 𝑥 本身其實就可以理解為是狀態向量展開的分量。

𝜓 𝑥 =*
%

𝑐% $ 𝑢% 𝑥

𝑎⃗ = *
#'(

)

𝑎# ̂𝚤#



在這對應中，最關鍵的是：我們熟悉的積分，在這向量空間內就是內積：

!
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜓 𝑥 ∗ $ 𝜙 𝑥 𝜓 $ 𝜙

𝑎⃗ $ 𝑏 = *
#'(

)

𝑎#𝑏#

如果狀態函數𝜓 𝑥 就是向量的分量，以上積分就是標準的內積！

記得位置𝑥現在等同是基底的標記𝑚。

我們也應該以一個抽象的符號來代表一個狀態，而無需寫出狀態函數。

向量分析會以一個向量符號來代表一個向量，而不會直接寫出向量的分量。



Paul Dirac 1902-1984

狄拉克更進一步發明一系列的符號來使此數學結構更加突顯！







Dirac find it’s possible for 4 by 4 matrices

Pick the first order factor:

Make the replacement and put in the wave function:

If γ’s are 4 by 4 matrices, Ψ must be a 4 component column:

Note that it consists of 4 Equations.

𝑖𝛾-𝜕-𝜓 −𝑚𝜓 = 0

𝛾-𝑝- −𝑚𝑐 = 0

𝑝-𝑝- −𝑚+𝑐+ = 𝛾.𝑝. +𝑚𝑐 𝛾/𝑝/ −𝑚𝑐 = 0

𝛾-, 𝛾0 = 2𝑔-0

𝑖 𝛾*
𝜕𝜓
𝜕𝑡

+ 𝛾1
𝜕𝜓
𝜕𝑥1

−𝑚𝜓 = 0
𝜓 =

𝜓(
𝜓+
𝜓2
𝜓3

𝑝- → 𝑖𝜕-

這個方程式是場方程式，而不是波方程式。

它描述相對論性的電子，預測電子是有自旋的。

Dirac Equation



This result is too beautiful to be false; it is more important to have 
beauty in one's equations than to have them fit experiment.



稱為Ket。對應抽象的向量符號：

Dirac Notation

我們也應該以一個抽象的符號來代表一個狀態，而無需寫出狀態函數。

| ⟩𝜓𝜓 𝑥

𝑎⃗狄拉克用來代表狀態的符號，是以內積為設計的核心。

!
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙 𝑥 ∗ $ 𝜓 𝑥 ≡ 𝜙, 𝜓

向量分析會以一個向量符號來代表一個向量，而不會直接寫出向量的分量。

狄拉克建議：狀態函數𝜓 𝑥 ，用切開的內積符號的右半部來表示：

但別忘了積分之中，左邊的函數要取複數共軛：左右有別。所以這不對！

接著你可能會以為積分式內的𝜙 𝑥 ∗也用同樣的符號| ⟩𝜙 表示，內積寫成| ⟩𝜓 $ | ⟩𝜙 。

內積是兩個狀態函數相乘的積分，

一般把𝜓寫在ket符號內，來表示這是𝜓 𝑥 所對應的狀態！

𝑏

𝑎⃗ $ 𝑏



稱為Bra，線性代數術語稱為Co-vector或Dual。

當Bra與Ket合體成為一Bracket，即這兩個狀態的內積，符號就是： 𝜙 𝜓 。

𝜙 𝜓

⟨ |𝜙

為一個複數。

𝜙 𝑥 ∗ 𝑎⃗

𝑎⃗ $ 𝑏

積分之中，左邊函數要取複數共軛：左右有別，左邊狀態要有不同的符號。

| ⟩𝜓⟨ |𝜙

雖然也是來自狀態函數，Bra ⟨ |𝜙  開口向右，正好與開口向左的Ket | ⟩𝜓 準備對接。

這就是Bra與Ket符號設計的核心概念，一左一右才能非常得到內積！

兩個右方ket | ⟩𝜓 | ⟩𝜙 的組合就不是內積的數，而是新的空間：稱張量積。

狄拉克建議：𝜙 𝑥 ∗用切開的內積符號的左半部表示。

!
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙 𝑥 ∗ $ 𝜓 𝑥 ≡ 𝜙, 𝜓

一樣把𝜙寫在Bra符號內，來表示這是代表𝜙 𝑥 ∗！



⟨ |𝜙𝜙 𝑥 ∗

就如同一個向量𝑎⃗，在計算上其實就是分量𝑎1的組合。

Bra及Ket這些符號看起來很抽象，但其實就是狀態函數，及其複數共軛。

| ⟩𝜓𝜓 𝑥

抽象的內積，其實是函數乘積的積分：

!
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙 𝑥 ∗ $ 𝜓 𝑥 ≡ 𝜙 𝜓

不久會介紹古典沒有的電子自旋，它的狀態就不是位置波函數，而真是向量。

𝑐(
𝑐+

所以bra就是狀態函數取複數共軛𝜙 𝑥 ∗。

這樣的符號凸顯電子的狀態是一個向量，這是一個指向未來的符號系統！

兩個分量的向量，寫成Column。

𝜓 𝜓 = 1 歸一化條件，物理狀態𝜓只能是單位向量！向量長度需為1。



𝜓 𝜙 = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜓∗ $ 𝜙 = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙∗ $ 𝜓

∗

= 𝜙 𝜓 ∗

⟨ |𝜙 𝑐(| ⟩𝜓( + 𝑐+| ⟩𝜓+  = 𝑐( 𝜙 𝜓( + 𝑐+ 𝜙 𝜓+

⟨ |𝑐(𝜙( + ⟨ |𝑐+𝜙+ | ⟩𝜓 = 𝑐(∗ 𝜙( 𝜓 + 𝑐+∗ 𝜙+ 𝜓

因此內積對右邊ket是線性。

這個抽象的內積，其實是函數乘積的積分：

但這裡的內積前後次序對調後，會是對調前內積的複數共軛。

一般內積與前後次序無關。

!
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙 𝑥 ∗ $ 𝜓 𝑥 ≡ 𝜙 𝜓

bra基本上就是狀態函數取複數共軛𝜙 𝑥 ∗。內積對左邊bra是共軛線性。

所以兩個Ket的線性組合𝑐(| ⟩𝜙( + 𝑐+| ⟩𝜙+ ，所對應的Bra是 𝑐(∗ ⟨ |𝜙( + 𝑐+∗⟨ |𝜙+ ，



物理量 算子

算子 7𝐴是向量空間上的線性變換，將向量映射到向量。

7𝐴| ⟩𝜓 ≡ I J7𝐴𝜓

7𝐴

7𝐴𝜓 𝑥

算子 7𝐴作用於一狀態𝜓 𝑥 ，就得到向量空間上的另一狀態 7𝐴𝜓 𝑥 ，對應：

如此測量期望值可以寫成：

與 的內積

7𝐴 = ⟨𝜓I 7𝐴 ⟩𝜓

I 7𝐴 ⟩𝜓 ⟨ |𝜓𝐴 = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜓∗ 𝑥 $ 7𝐴𝜓 𝑥 ⟨𝜓I 7𝐴 ⟩𝜓

新的內積符號使期望值表示式非常簡潔！

K𝑇𝑎⃗

矩陣

⟨𝜙I 7𝐴 ⟩𝜓 = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙∗ 𝑥 $ 7𝐴𝜓 𝑥 ≡ ⟨ |𝜙 7𝐴| ⟩𝜓

此定義可以推廣到 7𝐴介於不同態之間形成的量，寫成：⟨ |𝜙 7𝐴| ⟩𝜓 以後很有用！

𝑝̂𝜓 ≡ −𝑖ℏ
𝑑𝜓
𝑑𝑥

𝑥例如：

用新的符號寫：

稱為 7𝐴的矩陣元matrix element。



例如：動量的本徵態

位置的本徵態

4𝐻| ⟩𝑛 = 𝐸%| ⟩𝑛能量的本徵態，定態：

| ⟩𝑥*

| ⟩𝑝*

𝑝̂| ⟩𝑝* = 𝑝*| ⟩𝑝*

9𝑥| ⟩𝑥* = 𝑥*| ⟩𝑥*

𝑢4"＝
1
2𝜋ℏ

𝑒1
4"
ℏ ,

𝛿 𝑥 − 𝑥*

任一狀態| ⟩𝜓 可以以所有| ⟩𝑎 組成的基底展開，分量𝑐&等於：

| ⟩𝜓 =*
&

𝑐&| ⟩𝑎 =*
&

𝑎 𝜓 | ⟩𝑎 =*
&

| ⟩𝑎 𝑎 𝜓

𝑐& = 𝜓&, 𝜓 ≡ 𝑎 𝜓

通常會把本徵值寫在ket符號內，來標定是本徵態。

測量值確定的本徵態

7𝐴| ⟩𝜓& = 𝑎| ⟩𝜓&7𝐴𝜓& 𝑥 = 𝑎𝜓& 𝑥

| ⟩𝜓& → | ⟩𝑎 7𝐴| ⟩𝑎 = 𝑎| ⟩𝑎



⟨𝜙I 7𝐴 ⟩𝜓 ≡ ⟨ |𝜙 7𝐴| ⟩𝜓 = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙∗ 𝑥 $ 7𝐴𝜓 𝑥7𝐴對應的矩陣元：

𝑝̂算子也是：

⟨𝜙|𝑝̂ ⟩𝜓 = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙 𝑥 ∗ $ 𝑖ℏ
𝑑𝜓 𝑥
𝑑𝑥

= − !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝑖ℏ
𝑑𝜙 𝑥
𝑑𝑥

∗

𝜓 𝑥 + 𝑖ℏ !
!"

"

𝑑𝑥 $
𝑑 𝜙 𝑥 ∗𝜓 𝑥

𝑑𝑥

通常算子作用在右邊的Ket，有時候算子也可以看成作用在左邊Bra上，例如：

⟨𝜙| 9𝑥 ⟩𝜓 = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙 𝑥 ∗ 𝑥𝜓 𝑥 = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝑥𝜙 ∗𝜓 ≡ ⟨9𝑥𝜙| ⟩𝜓

具有這樣性質的算子稱為Hermitian算子：

⟨𝜙I 7𝐴 ⟩𝜓 = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙 𝑥 ∗ 7𝐴𝜓 𝑥 = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 7𝐴𝜙
∗
𝜓 ≡ Q 7𝐴𝜙| ⟩𝜓

Adjoint算子

= !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝑖ℏ
𝑑𝜙 𝑥
𝑑𝑥

∗

𝜓 𝑥 + 𝑖ℏ R𝜙 𝑥 ∗𝜓 𝑥
!"

"
= !

!"

"

𝑑𝑥 $ 𝑖ℏ
𝑑𝜙 𝑥
𝑑𝑥

∗

𝜓 𝑥 ≡ ⟨𝑝̂𝜙| ⟩𝜓



7𝐴
∗
= ⟨𝜓I 7𝐴 ⟩𝜓

∗
= Q 7𝐴𝜓| ⟩𝜓 = ⟨𝜓I 7𝐴 ⟩𝜓 = 7𝐴

大膽推測：可測量的物理量都由 Hermitian算子代表！

本徵值就是本徵態的期望值，Hermitian算子的期望值是實數！

因此Hermitian算子的本徵值必是實數。

Hermitian算子的期望值永遠是實數!

⟨𝜙I 7𝐴 ⟩𝜓 = Q 7𝐴𝜙| ⟩𝜓



⟨𝜙I 7𝐴 ⟩𝜓 = Q I7𝐴6𝜙 $ | ⟩𝜓

這個內積，也可以表示為| ⟩𝜓 ，與𝜙經過某個線性變換後的態 7𝐴6𝜙的內積：

⟨𝜙I 7𝐴 ⟩𝜓 ≡ ⟨ |𝜙 7𝐴| ⟩𝜓

以上就是 7𝐴6的定義，稱為 7𝐴的Adjoint算子。

𝑝̂6 = 𝑝̂

因此Hermitian算子的定義，就是它與它的Adjoint算子相等！

Q I7𝐴6𝜙 是KetI J7𝐴6𝜙 對應的Bra。

一般來說，算子不一定是Hermitian。

9𝑥6 = 9𝑥 4𝐻6 = 4𝐻

!
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙 𝑥 ∗ 7𝐴𝜓 𝑥 = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 7𝐴6𝜙 𝑥 ∗𝜓 𝑥

7𝐴6的Adjoint就是 7𝐴。 ( 7𝐴6)6= 7𝐴

7𝐴6 = 7𝐴

(𝑐 7𝐴)6= 𝑐∗ 7𝐴6 !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝜙 𝑥 ∗ 𝑐 7𝐴𝜓 𝑥 = !
!"

"

𝑑𝑥 $ 𝑐∗ 7𝐴6𝜙 𝑥
∗
𝜓 𝑥



某一個時刻的狀態 狀態單位向量

物理量測量 Hermitian算子

把對應算子放入此式就可得到測量期望值。

有古典對應的物理量，就直接將位置算子及動量算子代入同樣的數學形式：

量子力學原則以狄拉克符號表示的完整版

𝐴 = ⟨ |𝜓 7𝐴| ⟩𝜓

7𝐴

𝑓(𝑥, 𝑝) → 7𝑓 𝑥, −𝑖ℏ
𝑑
𝑑𝑥

≡ 𝑓(9𝑥, 𝑝̂)

| ⟩𝜓

對一物理量 7𝐴測量，結果完全確定的狀態，
就是該物理量對應算子 7𝐴的本徵函數| ⟩𝜓& ，本徵值𝑎就是測量結果。

隨時間變化的狀態 隨時間演化的向量 | ⟩𝜓(𝑡)

就得到量子力學對應的算子。

4𝐻| ⟩𝜓(𝑡) = 𝑖ℏ
𝜕| ⟩𝜓(𝑡)
𝜕𝑡

狀態向量隨時間的演化由漢米爾頓量算子來負責！

7𝐴| ⟩𝜓& = 𝑎| ⟩𝜓&



算子是很有個性的！

由它的本徵值來決定測量的結果有哪些可能！

!𝒜𝜓 𝑥

不同的狀態下，機率的分佈不同！

𝑐% +, 𝑛 = 1,2,3⋯

但可能的結果卻一樣！

算子有它的堅持！

| ⟩𝜓

我們會發現算子彼此的代數關係，有時竟會直接決定它們的本徵值！



算子與數最大不同是沒有交換性。。

9𝑥 $ 𝑝̂ ≠ 𝑝̂ $ 9𝑥

9𝑥 $ 𝑝̂ − 𝑝̂ $ 9𝑥 𝜓 𝑥 = −𝑖ℏ𝑥
𝑑𝜓
𝑑𝑥

− −𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

𝑥 $ 𝜓 𝑥 = 𝑖ℏ𝜓

9𝑥 $ 𝑝̂ − 𝑝̂ $ 9𝑥 ≡ 9𝑥, 𝑝̂ = 𝑖ℏ

9𝑥, 𝑝̂ = 𝑖ℏ

稱為量子化條件，Quantization Condition 標誌古典物理量與量子物理量的不同！

定義一個新符號：Commutator 對易子 7𝐴, K𝐵 ≡ 7𝐴 $ K𝐵 − K𝐵 $ 7𝐴

這個結果對任意狀態𝜓 𝑥 都對。因此是一個算子的等式！

位置與動量的對易算子是常數算子。這很特別。

計算 9𝑥 $ 𝑝̂ − 𝑝̂ $ 9𝑥，把此算子作用在某函數上會比較好想像：

波恩指出位置與動量就不能對易 Commute！

9𝑥 $ 𝑝̂ − 𝑝̂ $ 9𝑥 = 𝑖ℏ



9𝑥, 𝑝̂ = 𝑖ℏ 量子化條件，Quantization Condition

你也可以由此量子化條件出發，推導出動量算子，等於位置的微分：

𝑝̂ = −𝑖ℏ
𝑑
𝑑𝑥

兩者邏輯上等價。這也可以看成量子力學的一個基本假設！

是否可以用量子化條件的方式，直接探討算子的代數關係？

9𝑥, 𝑝̂ = 𝑖ℏ

由這個量子化條件可以推導出測不準原理：

我們將以量子彈簧的能階作例子來說明！

有了量子化條件，所有粒子運動的量子力學，都能推導出來。

∆𝑥 $ ∆𝑝 ≥ ℏ



幾個有用的公式： 𝐴, 𝐵 = − 𝐵, 𝐴

𝐴 + 𝐵, 𝐶 = 𝐴, 𝐶 + 𝐵, 𝐶

𝐴, 𝐵𝐶 = 𝐴, 𝐵 𝐶 + 𝐵 𝐴, 𝐶𝐴𝐵, 𝐶 = 𝐴 𝐵, 𝐶 + 𝐴, 𝐶 𝐵

𝐴𝐵, 𝐶 = 𝐴𝐵𝐶 − 𝐶𝐴𝐵 = 𝐴𝐵𝐶 − 𝐴𝐶𝐵 + 𝐴𝐶𝐵 − 𝐶𝐴𝐵 = 𝐴 𝐵, 𝐶 + 𝐴, 𝐶 𝐵

關鍵就是找到由 9𝑥, 𝑝̂組成的物理量算子彼此的對易子。

𝐴 + 𝐵, 𝐶 = 𝐴 + 𝐵 𝐶 − 𝐶 𝐴 + 𝐵 = 𝐴𝐶 − 𝐶𝐴 + 𝐵𝐶 − 𝐶𝐵 = 𝐴, 𝐶 + 𝐵, 𝐶

𝐴, 𝐵 = 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 = − 𝐵𝐴 − 𝐴𝐵 = − 𝐵, 𝐴

分配律



簡諧振盪器是在彈力位能內的粒子、在古典情況下是束縛態，

Energy is quantized

𝑑+𝜓7
𝑑𝑥+

=
2𝑚
ℏ+

1
2
𝑘𝑥+ − 𝐸 𝜓7

𝐸% = 𝑛 −
1
1
ℏ𝜔

這是一個二次常微分方程式，可以求解。只有某些𝐸會有解！

我們預期對應的電子波的定態，能量是量子化的。定態方程式：



𝐻 =
𝑝+

2𝑚
+
1
2
𝑘𝑥+

現在我們採新的方式，用算子的代數關係，計算Quantum SHO的能量本徵值！

𝑢+ + 𝑣+ = 𝑣 + 𝑖𝑢 𝑣 − 𝑖𝑢

但兩個平方項的和，可以分解Factor成一個複數與其共軛的乘積：

然而𝑥, 𝑝並不像一般的數可以對易。但似乎可以往這個方向試一試。

能量看起像兩個獨立的平方項！

能量好像也可以分解，複數𝑣 + 𝑖𝑢是位置與動量的線性組合：

𝑣 + 𝑖𝑢~𝑥 + 𝑖𝑝

從能量算子出發，以下在符號中不加帽子，但物理量都是算子。

這樣分解為什麼有用，也要等一下才會清楚。



=
1
4
ℏ𝜔 − 𝑎 − 𝑎6

+
+ 𝑎 + 𝑎6

+

引入位置與動量的線性組合：定義新的算子𝑎，及他的共軛𝑎6：

將 Hamiltonian 以𝑎算子及他的共軛𝑎6來表示：

𝐻 =
𝑝+

2𝑚
+
1
2
𝑘𝑥+

𝐻 = ℏ𝜔𝑎6𝑎 +
1
2
ℏ𝜔[𝑎,𝑎6]

= (
3
ℏ𝜔 − 𝑎 − 𝑎6

+
+ 𝑎 + 𝑎6

+
= (

+
ℏ𝜔 𝑎6𝑎 + 𝑎𝑎6 = (

+
ℏ𝜔 𝑎6𝑎 + 𝑎6𝑎 + [𝑎,𝑎6]

𝑝 = 𝑖
𝑚𝜔ℏ
2

𝑎 − 𝑎6

𝑥 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝑎 + 𝑎6

但我們需要代入算子𝑎及共軛𝑎6的對易關係 Communication Relation。

常數的選擇是為了使𝑎及他的共軛𝑎6無單位。之前解微分方程式時，我們就作過。

𝜔 ≡
𝑘
𝑚

= −
𝑚𝜔ℏ
2

𝑎 − 𝑎6
+

2𝑚
+
𝑘
2

ℏ
2𝑚𝜔

𝑎 + 𝑎6
+

能量幾乎分解成了一個複數與其共軛的乘積。

將定義倒過來，然後代入即可：

𝑎𝑎 + 𝑎6𝑎6 + 𝑎6𝑎 + 𝑎𝑎6 算子𝑎及𝑎6可能不對易don’t commute.

𝑎 =
𝑚𝜔
2ℏ

𝑥 + 𝑖
1

2ℏ𝑚𝜔
𝑝 𝑎6 =

𝑚𝜔
2ℏ

𝑥6 − 𝑖
1

2ℏ𝑚𝜔
𝑝6 =

𝑚𝜔
2ℏ

𝑥 − 𝑖
1

2ℏ𝑚𝜔
𝑝

以前頁的分解動作為啟發，



𝑑+𝑢
𝑑𝑥+

=
𝑚+𝜔+

ℏ+
𝑥+𝑢 −

2𝑚𝐸
ℏ+

𝑢

ℏ
𝑚𝜔

= 1
𝑚𝜔
ℏ

單位是長度平方的倒數。

我們可以選擇長度單位使此式的數值等於1。

𝑑+𝑢
𝑑𝑦+

= 𝑦+𝑢 − 𝜀𝑢 𝑥 = 𝑦
ℏ
𝑚𝜔

很神奇又自然的：我們可以取任一個較方便的長度單位來解此方程式。

方程式簡化為：

給此單位制中的位置、新的名字𝑦。

得到解後再換算回原單位！

這些常數很繁雜！

單位是長度。

之前的推導：

𝑦 = 𝑥
𝑚𝜔
ℏ



量子化條件會給出算子𝑎及共軛𝑎6的對易關係 Communication Relation：

𝑎, 𝑎6 =
1
2ℏ

𝑚𝜔𝑥 + 𝑖
1
𝑚𝜔

𝑝, 𝑚𝜔𝑥 − 𝑖
1
𝑚𝜔

𝑝 =

𝑎, 𝑎6 = 1

=
1
2ℏ

𝑚𝜔 𝑥, 𝑥 + 𝑖 𝑝, 𝑥 − 𝑖 𝑥, 𝑝 +
1
𝑚𝜔

𝑝, 𝑝 =
1
2ℏ

2ℏ = 1

𝐴 + 𝐵, 𝐶 = 𝐴, 𝐶 + 𝐵, 𝐶

𝐻 =
𝑝+

2𝑚
+
1
2
𝑘𝑥+ = ℏ𝜔 $ 𝑎6𝑎 +

1
2
ℏ𝜔 $ [𝑎,𝑎6] = ℏ𝜔 $ 𝑎6𝑎 +

ℏ𝜔
2

因此我們的分解幾乎成立，只差一個常數。

Commuter如乘法一樣，滿足分配率。

𝑎 =
𝑚𝜔
2ℏ

𝑥 + 𝑖
1

2ℏ𝑚𝜔
𝑝 𝑎6 =

𝑚𝜔
2ℏ

𝑥 − 𝑖
1

2ℏ𝑚𝜔
𝑝

𝐴 + 𝐵, 𝐶 = 𝐴 + 𝐵 𝐶 − 𝐶 𝐴 + 𝐵 = 𝐴𝐶 − 𝐶𝐴 + 𝐵𝐶 − 𝐶𝐵 = 𝐴, 𝐶 + 𝐵, 𝐶



由此𝑎及𝑎6的對易關係可以得出算子𝐻與𝑎及𝑎6的對易關係。

𝐴𝐵, 𝐶 = 𝐴 𝐵, 𝐶 + 𝐴, 𝐶 𝐵

𝐻, 𝑎6 = ℏ𝜔 𝑎6𝑎, 𝑎6 = ℏ𝜔 𝑎6 𝑎, 𝑎6 + 𝑎6, 𝑎6 𝑎 = ℏ𝜔 $ 𝑎6

𝐻, 𝑎6 = ℏ𝜔 $ 𝑎6 𝐻, 𝑎 = −ℏ𝜔 $ 𝑎

𝑎, 𝑎6 = 1

這個結果非常有用。

𝐴𝐵, 𝐶 = 𝐴𝐵𝐶 − 𝐶𝐴𝐵 = 𝐴𝐵𝐶 − 𝐴𝐶𝐵 + 𝐴𝐶𝐵 − 𝐶𝐴𝐵 = 𝐴 𝐵, 𝐶 + 𝐴, 𝐶 𝐵

𝐻, 𝑎6 = ℏ𝜔 𝑎6𝑎, 𝑎6

運用上面的式子。



現在將共軛算子𝑎6作用在𝐻的一個本徵態上：𝑎6| ⟩𝐸 。

𝑎6算子可以提高本徵態的能量 by ℏ𝜔.

因此𝑎6| ⟩𝐸 也是算子𝐻的一個本徵態，其本徵值是𝐸 + ℏ𝜔。

𝐻, 𝑎6 = 𝐻𝑎6 − 𝑎6𝐻 = ℏ𝜔 $ 𝑎6

𝐻| ⟩𝐸 = 𝐸| ⟩𝐸

𝐻𝑎6| ⟩𝐸 = 𝑎6𝐻| ⟩𝐸 + 𝐻, 𝑎6 | ⟩𝐸 ＋ = 𝐸𝑎6| ⟩𝐸 + ℏ𝜔 $ 𝑎6| ⟩𝐸 = 𝐸 + ℏ𝜔 $ 𝑎6| ⟩𝐸

𝐻 $ 𝑎6| ⟩𝐸 = 𝐸 + ℏ𝜔 $ 𝑎6| ⟩𝐸

再將算子𝐻作用在這個狀態上𝑎6| ⟩𝐸 ，測試它是不是本徵態：



𝑎 算子可以降低本徵態的能量 by ℏ𝜔. 

如果是算子𝑎作用在算子𝐻的一個本徵態| ⟩𝐸

因此𝑎| ⟩𝐸 也是算子𝐻的一個本徵態，其本徵值是𝐸 − ℏ𝜔。

𝑎6 is called Raising Operator while 𝑎 Lowering Operator.

𝐻, 𝑎 = −ℏ𝜔 $ 𝑎

𝐻 𝑎| ⟩𝐸 = 𝑎𝐻| ⟩𝐸 + 𝐻, 𝑎 | ⟩𝐸 ＋ = 𝐸𝑎| ⟩𝐸 − ℏ𝜔 $ 𝑎| ⟩𝐸 = 𝐸 − ℏ𝜔 $ 𝑎6| ⟩𝐸

𝐻 𝑎| ⟩𝐸 = 𝐸 − ℏ𝜔 $ 𝑎| ⟩𝐸



𝐻𝑎6| ⟩𝐸 = 𝑎6𝐻| ⟩𝐸 + 𝐻, 𝑎6 | ⟩𝐸

𝑎6

𝑎6



量子彈簧能量是量子化的！

𝑎6 is called Raising Operator while 𝑎 Lowering Operator.

我們可以製造出一個各個能量差為ℏ𝜔的一系列狀態。



𝑎 =
𝑚𝜔
2ℏ

𝑥 + 𝑖
1

2ℏ𝑚𝜔
𝑝 𝑎6 =

𝑚𝜔
2ℏ

𝑥 − 𝑖
1

2ℏ𝑚𝜔
𝑝

𝑎, 𝑎6 = 1

𝐻 =
𝑝+

2𝑚
+
1
2
𝑘𝑥+ = ℏ𝜔𝑎6𝑎 +

ℏ𝜔
2

𝐻, 𝑎6 = ℏ𝜔 $ 𝑎6 𝐻, 𝑎 = −ℏ𝜔 $ 𝑎

𝑎6算子可以提高本徵態的能量 by ℏ𝜔.

因此𝑎6| ⟩𝐸 也是算子𝐻的一個本徵態，其本徵值是𝐸 + ℏ𝜔。

𝐻 $ 𝑎6| ⟩𝐸 = 𝐸 + ℏ𝜔 $ 𝑎6| ⟩𝐸

𝑎 算子可以降低本徵態的能量 by ℏ𝜔. 

因此𝑎| ⟩𝐸 也是算子𝐻的一個本徵態，其本徵值是𝐸 − ℏ𝜔。

𝐻 𝑎| ⟩𝐸 = 𝐸 − ℏ𝜔 $ 𝑎| ⟩𝐸

Summary



最後總要有停止之處，能量不能再降，將此態記 ⟩|0 ：

它 ⟩|0 是能量本徵態，本徵值為ℏ8
+
，能量最低，就稱為基態 Ground State！

此態 ⟩|0 的能量： 𝐻 ⟩|0 = ℏ𝜔𝑎6𝑎 ⟩|0 +
ℏ𝜔
2

⟩|0 =
ℏ𝜔
2

⟩|0

9𝑎 ⟩|0 = 0

𝑎!

𝑎

此態 ⟩|0 顯然必需滿足條件：

⟩|0

從任一能量本徵態| ⟩𝐸 出發，連續使用𝑎降低能量：𝑎| ⟩𝐸 ，

| ⟩𝐸 − ℏ𝜔

| ⟩𝐸

| ⟩𝐸 + ℏ𝜔

𝑎



得到基態後，倒過來將𝑎6連續作用在基態 ⟩|0 上，就得到一系列本徵態：

能態依𝑎6作用次數𝑛編號，𝑛也是能量子數目：

𝑎6 ⟩|0 ∝ ⟩|1

𝐻 ⟩|𝑛 = ℏ𝜔𝑎6𝑎 +
ℏ𝜔
2

⟩|𝑛 = 𝑛 +
1
2
ℏ𝜔 $ ⟩|𝑛

𝑎6 ⟩|𝑛 ∝ ⟩|𝑛 + 1

𝐸( = ℏ𝜔 1 +
1
2

𝑎6𝑎 $ ⟩|𝑛 = 𝑛 ⟩|𝑛很明顯的，𝑎6𝑎就是能量子數目：

𝑎6算子可以提高本徵態的能量 by ℏ𝜔.

我們幾乎已得到本徵值與本徵態了，但還沒有完全。

𝑎!

⟩|0

| ⟩1

| ⟩2

| ⟩3

𝑎!

𝑎!𝑎6 ⟩|1 ∝ ⟩|2 𝐸+ = ℏ𝜔 2 +
1
2

𝐸% = ℏ𝜔 𝑛 +
1
2

此即普朗克能階



𝑎

𝑎

𝑎

𝑎!

⟩|0

| ⟩1

| ⟩2

| ⟩3

𝑎!

𝑎!

⟩|0

| ⟩1

| ⟩2

| ⟩3

量子簡諧振盪器的定態能階





晶體中原子的振動，可以找到一系列如彈簧的模式。

這些模式一般如縱波平面波一般，有角波數𝑘及對應的角頻率𝜔。

如同量子彈簧，每一模式的能量皆為量子化。

𝑛很大時，𝑘就成為連續變數。其實這就是角波數。

𝑞(𝑥, 𝑡)~ sin 𝑘𝑥 𝑒18 9 :

𝜔 𝑘 ~ sin
𝑘𝑑
2
晶格振動波的色散關係

模式𝑘時，在位置𝑥的粒子的運動可以解出：



…
…

.

每一角波數𝑘模式的能階像極了在盒子中一個個裝入能量相同的粒子。

量子 粒子 粒子數 𝑛 =
𝐸

ℏ𝜔 𝑘
這就稱為聲子 phonon：量子彈簧的激發態！



電子移動中放出一個角波數為𝑘的聲子

電子碰撞晶體中的原子鏈

電子碰撞激發某個模式𝑘由𝑛 = 1定態躍遷到𝑛 = 2定態。

聲子好像一個基本粒子！

等同

等同



電子移動中放出一個角波數為𝑘的聲子：

描述產生聲子過程的物理量，就幾乎是𝑎6算子，

這時就會稱𝑎6算子為creation operator.

電子移動中也可以吸收一個已經存在的角波數為𝑘的聲子：

描述吸收消滅聲子過程的物理量，就幾乎𝑎算子，

這時就會稱𝑎算子為annhilation operator.

~𝑎!

~𝑎



但這個態𝑎6 ⟩|𝑛 ，不滿足歸一化條件，向量長度不為1。

取這個態 ket JI𝑎6𝑛 與它對應的bra Q I𝑎6𝑛 的內積來計算算向量長度：

利用類似的方法：

𝑎6𝑛 𝑎6𝑛 = ⟨ |𝑛 𝑎 $ JI𝑎6𝑛 = ⟨ |𝑛 𝑎 $ 𝑎6 ⟩|𝑛 = ⟨ |𝑛 𝑎6𝑎 ⟩|𝑛 + 𝑛 𝑛 = 𝑛 + 1

𝑎 ⟩|𝑛 = 𝑛 $ ⟩|𝑛 − 1

𝑎6 ⟩|𝑛 = 𝑛 + 1 $ ⟩|𝑛 + 1

𝑎, 𝑎6 = 𝑎𝑎6 − 𝑎6𝑎 = 1

⟩|𝑛 + 1 =
1
𝑛 + 1

𝑎6 ⟩|𝑛

⟩|𝑛 − 1 =
1
𝑛

⟩𝑎|𝑛

𝑎6 ⟩|𝑛 ∝ ⟩|𝑛 + 1

定義：⟨ |𝜙 7𝐴| ⟩𝜓 = Q I7𝐴6𝜙 $ R ⟩𝜓 = ⟨𝜙I 7𝐴 ⟩𝜓

𝑎6𝑎 $ ⟩|𝑛 = 𝑛 ⟩|𝑛若要得到歸一化的 ⟩|𝑛 + 1 ，必須將除以向量長 𝑛 + 1。

𝜓 𝜓 = 1

請自己試著推導！



SHM的整個量子空間就被定義為以這些能量本徵態為基底所展開的空間！

⟩|𝑛 =
1
𝑛!

𝑎6
% ⟩|0

⟩|1 =
1
1
𝑎6 ⟩|0

⟩|2 =
1
2
𝑎6 ⟩|1 =

1
2!
𝑎6𝑎6 ⟩|0

第一激發態可以由基態以𝑎6製造出來！

第二激發態又由第一激發態以𝑎6製造出來！

⟩|𝑛 + 1 =
1
𝑛 + 1

𝑎6 ⟩|𝑛

𝐸% = ℏ𝜔 𝑛 +
1
2

⟩|𝑛 ~𝑢% 𝑥

別忘了！抽象的ket符號 ⟩|𝑛 就是代表上學期解出的定態的狀態函數𝑢% 𝑥 ！



𝑎6 ⟩|𝑛 = 𝑛 + 1 $ ⟩|𝑛 + 1提示：𝑎 ⟩|𝑛 = 𝑛 $ ⟩|𝑛 − 1

Exercise :計算在能量本徵態 ⟩|𝑛 ，位置𝑥及動量𝑝的期望值。

𝑛 𝑥 𝑛

𝑛 𝑥 𝑛 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝑛 𝑎 + 𝑎6 𝑛 =

ℏ
2𝑚𝜔

𝑛 𝑛 𝑛 − 1 + 𝑛 + 1 𝑛 𝑛 + 1 = 0

𝑝 = 𝑖
𝑚𝜔ℏ
2

𝑎 − 𝑎6

𝑥 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝑎 + 𝑎6



𝑎6 ⟩|𝑛 = 𝑛 + 1 $ ⟩|𝑛 + 1提示：𝑎 ⟩|𝑛 = 𝑛 $ ⟩|𝑛 − 1

Exercise :計算 𝑚 𝑥 𝑛

𝑚 𝑥 𝑛 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝑛 𝑎 + 𝑎6 𝑛 =

ℏ
2𝑚𝜔

𝑛 𝑚 𝑛 − 1 + 𝑛 + 1 𝑚 𝑛 + 1

𝑝 = 𝑖
𝑚𝜔ℏ
2

𝑎 − 𝑎6𝑥 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝑎 + 𝑎6

𝑚 𝑥 𝑛 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝑛, 𝑚 = 𝑛 − 1

=
ℏ

2𝑚𝜔
𝑛 + 1, 𝑚 = 𝑛 + 1 其餘皆為零！

𝑥 =
ℏ

2𝑚𝜔

0 1 0
1 0 2
0 2 0

0 0 ⋯
0 0 ⋯
3 0 ⋯

0 0 3
0 0 0
⋮ ⋮ ⋮

0 4 ⋯
4 0 ⋯
⋮ ⋮ ⋱

所以位置是一個矩陣。



𝑎6 ⟩|𝑛 = 𝑛 + 1 $ ⟩|𝑛 + 1提示：𝑎 ⟩|𝑛 = 𝑛 $ ⟩|𝑛 − 1

Exercise :計算 𝑚 𝑝 𝑛

𝑚 𝑝 𝑛 = 𝑖
𝑚𝜔ℏ
2

𝑛 𝑎 − 𝑎6 𝑛 = 𝑖
𝑚𝜔ℏ
2

𝑛 𝑚 𝑛 − 1 − 𝑛 + 1 𝑚 𝑛 + 1

𝑝 = 𝑖
𝑚𝜔ℏ
2

𝑎 − 𝑎6𝑥 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝑎 + 𝑎6

𝑚 𝑥 𝑛 = 𝑖
𝑚𝜔ℏ
2

𝑛, 𝑚 = 𝑛 − 1

= −𝑖
𝑚𝜔ℏ
2

𝑛 + 1, 𝑚 = 𝑛 + 1 其餘皆為零！

𝑝 =
𝑚𝜔ℏ
2

0 𝑖 0
−𝑖 0 𝑖 2
0 −𝑖 2 0

0 0 ⋯
0 0 ⋯
𝑖 3 0 ⋯

0 0 −𝑖 3
0 0 0
⋮ ⋮ ⋮

0 𝑖 4 ⋯
−𝑖 4 0 ⋯
⋮ ⋮ ⋱

所以動量也是一個矩陣。



位置是一個表格！

動量也是一個表格！

以能階的量子數為排列的足標，所有電子性質的物理量都是表格！

海森堡大膽假設：

ℎ𝜈

2ℎ𝜈

3ℎ𝜈

4ℎ𝜈

𝑝 =

𝑝(( 𝑝(+
𝑝+( 𝑝++

𝑝(2 ⋯
𝑝+2 ⋯

𝑝2( 𝑝2+
⋮ ⋮

𝑝22 …
⋮ ⋱

𝑥 =

𝑥(( 𝑥(+
𝑥+( 𝑥++

𝑥(2 ⋯
𝑥+2 ⋯

𝑥2( 𝑥2+
⋮ ⋮

𝑥22 …
⋮ ⋱



Exercise :計算

𝑎6 ⟩|𝑛 = 𝑛 + 1 $ ⟩|𝑛 + 1提示：𝑎 ⟩|𝑛 = 𝑛 $ ⟩|𝑛 − 1

𝑛 𝑥+ 𝑛

𝑛 𝑥+ 𝑛 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝑛 𝑎 + 𝑎6 𝑎 + 𝑎6 𝑛

=
ℏ

2𝑚𝜔
𝑛 𝑎𝑎 + 𝑎𝑎6 + 𝑎6𝑎 + 𝑎6𝑎6 𝑛 =

ℏ
2𝑚𝜔

𝑛 𝑎𝑎6 + 𝑎6𝑎 𝑛

𝑥 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝑎 + 𝑎6

𝑛 𝑥+ 𝑛 =
ℏ

2𝑚𝜔
2𝑛 + 1

𝑛 𝑎 $ 𝑎6 𝑛 = 𝑛 + 1 𝑛 𝑎 𝑛 + 1 = 𝑛 + 1 𝑛 + 1 𝑛 𝑛

𝑛 𝑎6 $ 𝑎 𝑛 = 𝑛 𝑛 𝑎 𝑛 − 1 = 𝑛 𝑛 − 1 + 1 𝑛 𝑛

𝑛 𝑥+ 𝑛 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝑛 + 1 𝑛 + 1 𝑛 𝑛 +

ℏ
2𝑚𝜔

𝑛 𝑛 𝑛 𝑛 =
ℏ

2𝑚𝜔
2𝑛 + 1

利用：

可以得到：

𝑛 𝑎𝑎 𝑛 ~ 𝑛 𝑛 − 2 = 0



Exercise :計算在能量本徵態 ⟩|𝑛 ，位能(
+
𝑘𝑥+及動能 (

+#
𝑝+的期望值。

𝑛 1
2 𝑘𝑥

+ 𝑛

0 1
2 𝑘𝑥

+ 0 =
1
4
ℏ𝜔

注意最低能態的基態，位能與動能的期望值都不為零。

古典的基態是靜止於平衡點。能量為零。

𝑛 1
2 𝑘𝑥

+ 𝑛 =
𝑘
2
𝑛 𝑥+ 𝑛

=
ℏ𝜔
4

2𝑛 + 1

𝑛 1
2 𝑘𝑥

+ + 1
2𝑚𝑝+ 𝑛 = 𝐸% = ℏ𝜔 𝑛 +

1
2

𝑛 𝑝+
2𝑚 𝑛 =

ℏ𝜔
4

2𝑛 + 1



𝑎 ⟩|0 = 0

連續使用𝑎降低能量，必須有停止之處 ⟩|0 ，滿足以下條件： 𝑎 ⟩|0 = 0

上述的推導，其實假設了符合此條件的態 ⟩|0 只能有一個。真的嗎？

求解基態 ⟩|0 的波函數𝑢* 𝑥 ：別忘了！抽象的ket符號就是代表一個狀態函數的！

𝑚𝜔
2ℏ

𝑥 + 𝑖
1

2ℏ𝑚𝜔
𝑝 ⟩|0 =

𝑚𝜔
2ℏ

$ 𝑥 ⟩|0 + 𝑖
1

2ℏ𝑚𝜔
$ 𝑝 ⟩|0 = 0

𝑚𝜔 $ 𝑥𝑢* 𝑥 + ℏ
𝑑
𝑑𝑥
𝑢* 𝑥 = 0

𝑎 =
𝑚𝜔
2ℏ

𝑥 + 𝑖
1

2ℏ𝑚𝜔
𝑝



𝑑
𝑑𝑥
𝑢* 𝑥 = −

𝑚𝜔
ℏ
𝑥 $ 𝑢* 𝑥

𝑢* 𝑥 = 𝐶𝑒!
#8
+ℏ ,

#

注意波函數超過了古典的Turning Point。

基態波函數就是高斯分佈，

基態的波函數𝑢* 𝑥 滿足：

𝑛 = 0



𝜓( 𝑥 =
1
1!
𝑎6 ⟩|0

=
1
2ℏ

𝑚𝜔𝑥 − ℏ
1
𝑚𝜔

𝑑
𝑑𝑥

𝜓* 𝑥

我們還可以由此寫下其他本徵態的狀態函數 𝜓% 𝑥 ：

𝜓% 𝑥 =
1
𝑛!

𝑎6
% ⟩|0 =

1
𝑛!

1
2ℏ

%
𝑚𝜔𝑥 − ℏ

1
𝑚𝜔

𝑑
𝑑𝑥

%

𝜓* 𝑥

𝑛 = 0

𝑛 = 1

𝑛 = 2

這是量子簡諧振盪器，另一解定態函數的代數方法（有別於解微分方程式）！





但千萬別誤會這些本徵態會像振動的彈簧！

這些能量本徵態是定態，沒有任何測量會隨時間變化！

但如同波包，如果將定態疊加，就有可能製造出期望值會變的態。

調和態 Coherent State 就是最好的例子。



調和態 Coherent State 是𝑎的本徵態。本徵值是給定的複數𝛼。

| ⟩𝛼 = 𝑒!
(
+ ;

#
𝑒;&$| ⟩0

𝑎| ⟩𝛼 = 𝛼| ⟩𝛼



𝛼 𝑥 𝛼 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝛼 𝑎 + 𝑎6 𝛼 =

ℏ
2𝑚𝜔

𝛼 𝑎 𝛼 + 𝛼 𝑎6 𝛼

計算調和態 Coherent State 的位置期望值：
𝑥 =

1
𝑚𝜔

𝑞 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝑎 + 𝑎6

=
ℏ

2𝑚𝜔
𝛼 𝛼 𝛼 + ⟨ |9𝑎𝛼 | ⟩𝛼 =

ℏ
2𝑚𝜔

𝛼 + 𝛼∗ 𝛼 𝛼 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝛼 + 𝛼∗

𝑎| ⟩𝛼 = 𝛼| ⟩𝛼

=
ℏ

2𝑚𝜔
𝛼 + 𝛼∗ =

2ℏ
𝑚𝜔

Re𝛼

𝛼 𝑝 𝛼 = 2𝑚𝜔ℏ Im𝛼

類似的：



位置期望值是𝛼的實數部。

動量期望值是𝛼的虛數部。



調和態的位置與動量期望值真的像振動的彈簧！

| ⟩𝛼, 𝑡 = 𝑒!1
(
+8:I𝑒!18: ⟩𝛼

𝛼的相角會隨時間而線性增加
。

𝛼的複數平面



調和態的波函數是一波包。

波包的中心運動如簡諧震盪。


