
電磁場才是我們討論的主角（而不是電荷與電流）。

𝐸 𝑟, 𝑡 , 𝐵 𝑟, 𝑡

電磁作用乍看是電荷與電荷之間的超距力。

但超距力是不可能的，中間必須有電磁場的仲介。



有沒有辦法將場的抽象概念圖像化？

將單一電荷周圍的電場的方向聯接起來，竟然可以連成連續的線！



𝐸 𝑟, 𝑡 , 𝐵 𝑟, 𝑡

電場向量在各地都有一個方向，有時很難用！

想像微小的積體電路內有大堆的箭頭。



電位 Electric Potential 電壓

資訊相當於電場的一個空間中與位置有關的純量！

在導體、例如電路中特別有用。

把電位看成高度，積體電路就能畫成如有等高線的地圖，



電位能 Electric Potential Energy to電位 Electric Potential

力是向量，但空間中的力場可以用純量的位能描述，稱保守力。

庫倫靜電力可不可以用位能描述？是不是保守力？

先回到靜電力，



重力位能就是物體在特定位置上，存在潛在能力可以轉化為運動。 
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最典型的位能就是重力位能𝑚𝑔𝑦：



期待靜電力也有個位能的描述法！

均勻電場靜電力就像地表重力，有重力位能！

點電荷電場靜電力就像星球的萬有引力，也有位能！

右圖電場中，綠色點電荷順這電力線移動，就由一個位能，到達另一個較小的位能！



線積分
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力學中有位能的概念 Potential Energy 𝑈 𝑟
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功等於動能變化 功若能寫成一位置函數：位能的變化 機械能守恆

𝑊 = 1
"

#

𝐹⃗ 3 𝑑𝑠 = ∆𝐾 𝑊 = 1
"

#

𝐹⃗ 3 𝑑𝑠 = −∆𝑈 = −𝑈 𝑏 + 𝑈 𝑎⃗ ∆𝐾 + ∆𝑈 = 0

1
"

#

𝐹⃗ 3 𝑑𝑠＝ lim
$→&
∆(→)

?
*+)

$

𝐹⃗* 3 ∆𝑠*



保守力

若是功要等於位能的變化：

對保守力才能定義位能！

繞著一個封閉曲線計算，因為起點與終點相同，

位能差必須為零

由不同的路徑計算線積分的值必須相同！

或者：
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垂直於 𝑟 的運動不作功

考慮一固定電荷 Q 旁一可運動的小電荷 q

與 A、B 的方向無關
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沿此路徑∆𝑠所作功與完全沿徑向的路徑∆𝑟相等！𝑟̂

靜電力是不是保守力？
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靜電力可以定義電位能：

𝐴



𝑊1 = 𝑊0 = −𝑈 𝑟! + 𝑈 𝑟, 與路徑無關！



靜電力為保守力，可以定義電位能。

沿任一封閉曲線，庫倫靜電力所作的功必為零！
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從A出發再回到A，形成一封閉曲線。



一固定電荷Q旁一可運動的小電荷q的電位能
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Q1

Q2

Q3

q

若有一個以上的固定電荷Q，靜電力可以疊加：

任何靜電力都是保守力！

因此還是保守力。

@ 𝐹⃗- 3 𝑑𝑠 = @ 𝐹⃗, + 𝐹⃗! + 𝐹⃗4 +⋯ 3 𝑑𝑠 = @ 𝐹⃗, 3 𝑑𝑠 + @ 𝐹⃗! 3 𝑑𝑠 + @ 𝐹⃗4 3 𝑑𝑠 + ⋯ = 0

@ 𝐹⃗- 3 𝑑𝑠 = 0



若有一個以上的固定電荷Q，電位能可以以一個點電荷的電位能疊加：
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但電位能還是屬於一個帶電粒子的性質，但我們很容易把電荷分離開來。



因此電位𝑉 𝑟 遍佈整個空間。

電位𝑉只與 q的位置相關，與 q 的電荷無關

想像 q漸漸趨近於零….電位依舊存在吧！

電位是會讓位於當地的電荷得到電位能的空間性質。

與向量的電場𝐸不同，電位𝑉是一個純量。
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每一點都有𝐸 𝑟 ，電場遍佈整個空間。

電場就是會讓位於當地的電荷 𝑞 得到靜電力 𝑞 3 𝐸 的空間的物理性質。
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注意這個電位能表示式中，𝑞可以提出！



𝑉 =
𝑈
𝑞

𝐸 =
𝐹⃗
𝑞

𝑈 =?
/

1
4𝜋𝜀)

𝑄/𝑞
𝑟/

𝑉 =?
/

1
4𝜋𝜀)

𝑄/
𝑟/

∆𝑉 = −1
"

#

𝐸 3 𝑑𝑠

∆𝑈 = −1
"

#

𝐹⃗ 3 𝑑𝑠



𝑊 = lim
$→&
∆(→)

?
*+)

$

∆𝑊* ≡ lim
$→&
∆(→)

?
*+)

$

𝐹⃗* 3 ∆𝑠* ≡ 1
.⃗$

.⃗%

𝐹⃗ 3 𝑑𝑠 功是力的線積分。

!! "# !!
∆≡∆

⋅⋅⋅⋅ !"
!

!+!"
!

!!
!

Φ- = lim
51→)
$→&

?
/

𝐸/ 3 𝛿𝐴/ = 1
6789:;<

𝐸 3 𝑑𝐴 電通量Φ-是電場𝐸的面積分。
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𝐸* 3 ∆𝑠* 電位差∆𝑉是電場𝐸的線積分！
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𝐸* 3 ∆𝑠* 電位差∆𝑉是電場𝐸的線積分！

路徑可以任選，而且不需要在一個平面上。



電位𝑉 𝑟  在空間中的每一點有一個數值。如同地面上每一個位置有一個高度值。

電位𝑉 𝑟 是一個空間的純量函數。

相對的，電場𝐸 𝑟 是一個向量函數。實用上圖像化上都困難的多。

空間中所有的靜電性質就記錄在這個函數中，可由此函數推導出來。



電位的計算與圖像化



點電荷的電位
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點電荷的電位能

𝑉 =
𝑈
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𝑄

𝑄

𝑞

如同位能可以任意加上一個常數，電位也是如此。

此公式是設無限遠處電位為零。這樣設一般就很好用。
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若已知電荷源，電位可以以點電荷的電位的疊加來計算。

若有一個以上的固定電荷Q，電位可以疊加：
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電偶極的電位
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帶電棒的電位可以切成一小段小段疊加。



有時用電荷算電位十分繁雜，若已知電場，電位也可以以場的線積分來計算。

兩點之間的電位差，等於沿任一連接兩點的曲線，負電場的線積分！

位能差等於力的線積分的負號。
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注意電場只給定了電位差！因此可以在電位上全數加一個常數，

或是找任一位置作為電位為零的參考點，不影響結果。



先看沿著垂直於電場方向的電位差：

等位面與電場垂直。

沿著垂直於電場的方向，電位不變！

∆𝑉 = −1
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考慮兩片帶大小相等正負電的無限大電板，電板間的電場是均勻的。
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沿著平行於電場方向的電位差，設此方向為𝑥：

若電場是均勻的：

電位差即是電場大小的積分。

電場是指向電位下降的方向。

電位降得越快，電場越大。

高電位 低電位
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注意：電場是指向電位下降的方向。 𝑎 𝑏



均勻電場中任意兩點的電位差只要考慮沿電場方向的位移即可。

d 是沿電場方向的位移。

電場的方向是電位下降的方向

∆𝑉 = −𝐸𝑑

𝐸 = −
∆𝑉
𝑑

沿著垂直於電場的方向移動，電位不變！

將這兩個結果綜合起來：
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兩平行電板間的電位： ∆𝑉 = −𝐸𝑑

∆𝑉



若電場是定向但不均勻，取方向為𝑥：

因此電場是電位的微分乘負號：

兩位置之間的電位差即是負電場的積分，即在兩點之間電場函數下的面積。
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𝑥軸下的面積要算是負電位差。



此式可以直接推廣到三維空間，對不定向的電場也對！

3D
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要使電位𝑉 𝑟 具象化最有用的就是等位面

等電位面非常像地圖上的等高線：





等位面不能交會。

沿等位面方向的電場為零，故電場垂直於等位面。

等位面越密，電場越強： ∆𝑉 = −𝐸𝑑





測量身體各部位的電位差！心電圖。

電位對生物體很重要，身體運作時會有電位差。



細胞內的電位低於細胞外的電位，∆𝑉~70 − 95mV。

因此有一細胞外指向細胞內的電場𝐸。

這會影響通過細胞膜上特別通道進出細胞的離子！



@𝐸 3 𝑑𝑠 = 0



若繞一個封閉曲線計算電場的線積分，因為起點與終點相同，電位差永遠等於零！

記得電位差等於電場的線積分：

沿一個封閉曲線，電場的線積分必為零！

∆𝑉 = −1
"
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@𝐸 3 𝑑𝑠 = 0

電位存在其實是電場一個非常重要的特質，這個特質給出一個定律：

這是空間中任一個靜電場都必須滿足的定律。

𝐸



高斯定律可以完全取代庫倫定律嗎？

不能!  因為它不夠嚴格！
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高斯定律面積分正好會捕抓曲面內放射出場線的數目。不管源頭在曲面內的何處。

庫侖定律規定了電場線是放射狀由點電荷𝑞所發出！

@𝐸 3 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀)



這與放射狀場線非常不同，我們把它們稱為漩渦狀的場線。

想像場線是一條一條的封閉曲線（不一定是圓）。

如此就不需要起點與終點，或說起點與終點是重合的。不需要電荷了！

連續的電場線還有另一種可能的型式。

它可以沒有產生的點也沒有消滅的點！

庫侖定律規定電場線來自電荷，所以庫侖定律不容許這樣漩渦狀電場線。



原因是這樣的漩渦狀場線，它的通量永遠為零！
@𝐸漩渦 3 𝑑𝐴 = 0

高斯定律的面積分無法捕捉到這樣的電場！因此對之完全沒有約束。

所以，庫倫定律比高斯定律嚴格！

但高斯定律似乎不禁止這樣漩渦狀電場線。

漩渦狀場線沒有起點或末點，因此對任一高斯面進入場線一定離開。



我就可以在庫倫電場放射狀的場線上疊加一個漩渦狀的電場。

如果只有高斯定律：

+

疊加前後都滿足高斯定律。

@𝐸 3 𝑑𝐴 =
𝑞
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換另一種說法：



+

高斯定律預測放射狀的場線上疊加任一個漩渦狀的電場。

庫倫定律預測電力線必定是放射狀的。

而自然界真的沒看到過漩渦狀的靜電場。
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高斯定律可以取代庫倫定律成為主宰靜電學唯一定律嗎？答案是不能。

+

高斯定律 + 一個可以禁止漩渦狀電場的定律 = 庫倫定律

因為高斯定律不夠嚴格，無法禁止漩渦狀電場。這個漏洞必須立法禁止！

要禁止，要先捕捉到漩渦狀電場。



取一條沿著漩渦的路徑，沿這個路徑計算電場的線積分：

在此路徑上漩渦狀的電場線將與路徑一直同向，內積永遠為正：

如果有漩渦狀的電場線：

如果要求電場沿任一封閉曲線的線積分永遠為零，漩渦狀電場就不可能出現！

那麼如果要求：

這個定律正好可以禁絕漩渦狀的場線！

則

@𝐸 3 𝑑𝑠 = 0

@𝐸 3 𝑑𝑠 = 0

@𝐸 3 𝑑𝑠 ~@𝐸漩渦 3 𝑑𝑠

𝐸漩渦 = 0

可以說線積分會沿路收集沿路徑方向的電場分量！



高斯定律加上電場線積分為零的定律，就等於庫倫定律。

這個定律正好可以禁絕漩渦狀的場線！@𝐸 3 𝑑𝑠 = 0
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這個積分會挑選出平行於該漩渦路徑的場，那就是漩渦狀的場線！

根本的原因在於：線積分與面積分分別捕抓紀錄不同形狀的場線：

@𝐸 3 𝑑𝑠 ~@𝐸漩渦 3 𝑑𝑠

若有旋渦狀場線的場，就會對線積分有貢獻，就說線積分可補抓旋渦狀場線。

𝐸



所以漩渦狀場線在任一高斯面的通量永遠為零！

面積分無法捕捉到漩渦狀場線，它對面積分貢獻永遠為零！

@𝐸漩渦 3 𝑑𝐴 = 0

漩渦狀場線沒有起點或末點，因此對任一高斯面進入場線一定離開。



@𝐸放射 3 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀)

面積分會挑選出垂直於高斯面的場，那就是放射狀的場線！

若有放射狀場線的場，就會對面積分有貢獻，就說面積分補抓放射狀場線。



對任一封閉曲線

由點狀源頭發出的放射狀場線，如庫倫電場一樣是保守力，

@𝐸放射 3 𝑑𝑠 = 0

線積分無法捕捉到放射狀場線，它對線積分貢獻永遠為零！



線積分

@𝐸漩渦 3 𝑑𝑠

@𝐸放射 3 𝑑𝑠 = 0

@𝐸漩渦 3 𝑑𝐴 = 0

@𝐸放射 3 𝑑𝐴

面積分

放射狀的場線

漩渦狀的場線

面積分會補抓放射狀的場線！

線積分會補抓漩渦狀的場線！

𝐸



右邊的方程式規定了靜電場線必定是非漩渦狀(0)，而是放射狀！

左邊的方程式規定了放射狀場的大小由場源的電荷大小𝑞決定！

這兩個方程式合起來可以取代庫倫定律！

這兩個方程式是靜電學的基本定律，規定了靜電場的形狀！

@𝐸 3 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀)

@𝐸 3 𝑑𝑠 = 0

面積分會補抓放射狀的場線！ 線積分會補抓漩渦狀的場線！

這兩點正是庫倫定律的內容！



Maxwell Equations

這兩個方程式就是馬克思威爾方程式的一部分。

另外兩個也是由對磁場一樣的積分所寫成！

庫倫定律在電動力學中是不適用的，但這兩個定律卻只需要簡單的修改。

@𝐸 3 𝑑𝑠 = −
𝑑Φ0
𝑑𝑡

@𝐵 3 𝑑𝑠 = 𝜇)𝑖 + 𝜇)𝜀)
𝑑Φ-
𝑑𝑡

@𝐵 3 𝑑𝐴 = 0

@𝐸 3 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀)



Maxwell Equations

@𝐸 3 𝑑𝑠 = 0

@𝐵 3 𝑑𝑠 = 𝜇)𝑖

@𝐵 3 𝑑𝐴 = 0

@𝐸 3 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀)

靜電場電場線是放射狀！場源是電荷。

考慮靜電場與靜磁場：

靜磁場磁場線不是放射狀！

靜電場電場線不是漩渦狀！

靜磁場磁場線是漩渦狀！場源是電流。

面積分會補抓放射狀的場線！ 線積分會補抓漩渦狀的場線！



@𝐸 3 𝑑𝑠 = −
𝑑Φ0
𝑑𝑡

@𝐵 3 𝑑𝑠 = 𝜇)𝑖 + 𝜇)𝜀)
𝑑Φ-
𝑑𝑡

@𝐵 3 𝑑𝐴 = 0

@𝐸 3 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀)

考慮動電場與動磁場：

變化磁場可以產生漩渦狀電場線。

變化電場可以產生漩渦狀磁場線。

𝐸



面積分為零的場稱為漩渦狀場線。線積分為零的場稱為放射狀場線。

@𝐸放射 3 𝑑𝑠 = 0 @𝐸漩渦 3 𝑑𝐴 = 0

其實嚴格來說，他們的定義就分別是線積分及面積分永為零的場！

放射狀場線與漩渦狀場線只是籠統的說法。

但馬克斯威爾當年就是用這種方式來抓出場的幾何特性。

∇ 3 𝐸漩渦 = 0∇×𝐸放射 = 0



強調的是流體可以捕捉到電磁場空間分布的幾何性質。

於是Maxwell 將場線中的電磁力，類比於一沿場線流動的不可壓縮流體，

但即使討論抽象的幾何，Maxwell 離不開具體的物理模型！

空間中遍佈的連續的線，最典型的模型就是連續的流體！





電位最有用的應用是在導體的電性



導體內電場為零！否則自由電荷就可以繼續移動。

取導體內任一高斯面，電通量為零，所有高斯面內電荷都為零！

但因為不知電荷的位置，庫倫定律無法發揮！

導體內有可以自由移動的電荷。

導體的靜電場由停下來之後的電荷分佈決定。

導體內電荷為零，因此電荷只分布於表面。

若有電場、及電位差，正電荷會移動，由高電位移向低電位。

負電荷會移動，由低電位移向高電位，直到電場為零。



人的神經細胞內，有許多Kr>氪離子及帶負電的蛋白質分子Pr?鐠離子。

只有較小的Kr>離子可以透過細胞膜到達細胞外的液體中，

因此細胞內的液體是帶負電，

此液體是導體，因此負電會分佈在細胞膜內的表面，無論細胞形狀為何。

於是細胞內外會有一電位差，或說有一靜電場。

−
−

−

−

−
−−

−



因為導體內電場為零，因此整個導體為等電位！

導體表面是等位面！如以下導電球。



因表面為等位面，電場垂直於導體表面！

若有平行表面的電場就會繼續推動自由電荷移動！

垂直於導體表面電場則無法將電荷推出表面！



導體會改變空間中電場的分布！



金屬空腔內無電場！

金屬導體內無電場，導體內的空腔內自然也無電場！

屏蔽效應：



法拉第的實驗驗證了高斯定律，也就是庫侖定律的正確性！

導體內電荷為零，電荷只分布於表面，這是高斯定律的結果。



𝑄,
𝑅,

=
𝑄!
𝑅!

兩大小不同的導體以導線連接：

平衡後，導線內電場為零，電位相等，球表面的電位必須相等。



雷電 Thunder





在一般晴天時的大氣層中，每1m會有大約100V左右的電位差！

但因人體是導體，人的表面是一等位面。

所以一般人的頭腳之間應有約200V的電位差！

原本水平的等位面會隨地面上的人體而攏起！

因此人的頭頂或其他尖起物等位面最密，電場最大，

此處空氣最易游離形成導體，落雷可能最大！



大氣層中，每1m會有大約100V左右的電位差！

這是因為地面帶負電荷，大約 -10-9 C/m2，正電荷位於50km高的電離層。

空氣會因宇宙線而些微游離因此導電，照理，約10分鐘這個電荷即會流失。

地球表面與電離層之間猶如球型電容器，因此大氣中會維持一向下的電場。



地表會經由閃電現象再次充電

閃電現象主要來自雷雨雲。

含水氣的空氣，受熱迅速絕熱擴張而上升，

在高空水氣凝結迅速下落。













觀察發現雷雨雲的下層帶負電

雷雨雲內會保持一個向下的電場。



在此向下的電場中，凝結下落的水滴前方會聚集正電。

與上升的冰雹撞擊後，冰雹帶正電。



雷雨雲下層的負電會持續累積。好像一個充電器！



雲層與地面間的電場就會增加，造成中間的空氣游離，

如果雷雨雲接近地表負電較缺乏，需要充負電的區域，

或是因下層帶負電的雷雨雲接近，在附近地表感應了正電，

於是雲層上的負電流下地面，就是閃電，

於是完成充電的過程，地表的負電自然地得到補充。



閃電流過的路徑，就是已經游離的空氣段落。

游離空氣段落一開始會一段一段、由上而下慢慢產生。

已游離的段落會充滿負電，一旦聯通雲層與地表，就如導線可以通電。

原則上應該是由接近地表、最後游離的段落發起，閃電是由下往上打！

−
−

−

+ ++





地球表面與電離層之間猶如球型電容器。晴空時地面為負電。

但如同絕緣不好的電容器，正電會慢慢由上向下流。

當地面出現局部正電區域，閃電又將負電帶到地面與之中和，

如此保持地面負電性以及電場向下，如同電池為漏電的電容充電。







View of lightning from an airplane flying above a system.



0.32 s

High-speed photography showing different parts of a lightning flash 
during the discharge process as seen in Toulouse, France.

















梯度，散度，漩度



此式可以直接推廣到三維空間

3D

𝐸A = −
𝑑𝑉
𝑑𝑥

𝐸A = −
𝜕𝑉
𝜕𝑥

𝐸B = −
𝜕𝑉
𝜕𝑦

𝐸C = −
𝜕𝑉
𝜕𝑧



考慮圖中很靠近的𝑃,與𝑃!：

但𝑉 𝑥, 𝑦, 𝑥 是一個多變數函數，

比較兩式得到

∆𝑉 =
𝜕𝑉
𝜕𝑥

∆𝑥 +
𝜕𝑉
𝜕𝑦

∆𝑦 +
𝜕𝑉
𝜕𝑧
∆𝑧

∆𝑉 = −1
"

#

𝐸 3 𝑑𝑠

~ − 𝐸 3 ∆𝑅 = −𝐸A∆𝑥 − 𝐸B∆𝑦 − 𝐸C∆𝑧

𝐸A = −
𝜕𝑉
𝜕𝑥

𝐸B = −
𝜕𝑉
𝜕𝑦 𝐸C = −

𝜕𝑉
𝜕𝑧

這個運算稱為電位的梯度，Gradient。𝐸 =
𝜕𝑉
𝜕𝑥

,
𝜕𝑉
𝜕𝑦

,
𝜕𝑉
𝜕𝑧

兩點間的電位差等於兩點間負電場的線積分：

因為很靠近，電場的變化不大，可視為常數：

以向量符號書寫：

函數變化可以以偏微分表示：

兩點的位移： ∆𝑅 = ∆𝑥, ∆𝑦, ∆𝑧

∆𝑉 = − 1
=&

='

𝐸 3 𝑑𝑠



若計算點電荷的庫倫電位能的梯度，果然就可以得到庫倫電場：

𝑉 𝑟 =
1

4𝜋𝜀)
𝑄
𝑟

𝜕𝑉
𝜕𝑥

,
𝜕𝑉
𝜕𝑦

,
𝜕𝑉
𝜕𝑧

=
𝑑𝑉
𝑑𝑟

𝜕𝑟
𝜕𝑥
,
𝑑𝑉
𝑑𝑟

𝜕𝑟
𝜕𝑦
,
𝑑𝑉
𝑑𝑟

𝜕𝑟
𝜕𝑧

=
𝑑𝑉
𝑑𝑟

𝜕𝑟
𝜕𝑥
,
𝜕𝑟
𝜕𝑦
,
𝜕𝑟
𝜕𝑧

= −
1

4𝜋𝜀)
𝑄𝑞
𝑟!
𝑟̂ = −𝐸

這是適用於所有靜電學的關係！𝐸 =
𝜕𝑉
𝜕𝑥

,
𝜕𝑉
𝜕𝑦

,
𝜕𝑉
𝜕𝑧

𝜕𝑟
𝜕𝑥

=
𝜕
𝜕𝑥

𝑥! + 𝑦! + 𝑧! =
𝑥
𝑟
= 𝑟̂A

電位純量場的梯度是一個向量場！這是一個普遍的結果！



𝛻 =
𝜕
𝜕𝑥
,
𝜕
𝜕𝑦
,
𝜕
𝜕𝑧

這個事實適用於任何純量場𝑈，我們根本可以把這個運算本身，就視為向量！

梯度是一個運算，還是要作用於一個函數上：

𝐸 = 𝛻𝑉

是一個向量！

可以證明，若任一向量場𝐴，只要是放射狀，也就是滿足：

𝐴 = 𝛻𝜙此一向量場𝐴就一定可以寫成一個純量場𝜙的梯度：

@𝐴 3 𝑑𝑠 = 0

𝜕𝑈
𝜕𝑥

,
𝜕𝑈
𝜕𝑦

,
𝜕𝑈
𝜕𝑧

= 𝛻𝑈

注意以上是由電場線積分永為零： 得到有電位存在：@𝐸 3 𝑑𝑠 = 0

𝐸 = −
𝜕𝑉
𝜕𝑥

,
𝜕𝑉
𝜕𝑦

,
𝜕𝑉
𝜕𝑧

= −
𝜕
𝜕𝑥
,
𝜕
𝜕𝑦
,
𝜕
𝜕𝑧

𝑉 ≡ −𝛻𝑉

∆𝑉 = −1
"

#

𝐸 3 𝑑𝑠

電位差是電場線積分：

進一步就得到電場是電位的梯度：



𝛻 =
𝜕
𝜕𝑥
,
𝜕
𝜕𝑦
,
𝜕
𝜕𝑧

到此梯度都運算在純量函數，得到向量！

它運算的對象也可以是一個空間中的向量函數，例如電場：𝐸。

對此空間函數作空間微分，同時作內積組合，定義：

𝛻 3 𝐸 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡
𝜕𝐸A
𝜕𝑥

+
𝜕𝐸B
𝜕𝑦

+
𝜕𝐸C
𝜕𝑧

可以很容易猜出這是一個純量！

這個運算組合稱為散度，Divergence。

對此函數作空間微分時，同時作外積組合，可以定義：

𝛻×𝐸 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡
𝜕𝐸C
𝜕𝑦

−
𝜕𝐸B
𝜕𝑧

,
𝜕𝐸A
𝜕𝑧

−
𝜕𝐸C
𝜕𝑥

,
𝜕𝐸B
𝜕𝑥

−
𝜕𝐸A
𝜕𝑦

可以很容易猜出這是一個向量！旋度，Curl

如同向量的乘積，這裡也只有兩種選擇：內積與外積！

利用這符號高斯定律可以很簡潔地寫成： 𝛻 3 𝐸 =
𝜕𝐸A
𝜕𝑥

+
𝜕𝐸B
𝜕𝑦

+
𝜕𝐸C
𝜕𝑧

=
𝜌
𝜀)

只是兩個向量各自有三個分量，要放在一起，這時就必須指定分量要如何組合。



一任意路徑線積分可以分解為無限多無限小正方形的線積分的加總！

將一個路徑Γ分解成子路徑：

沿此空間的線積分會等於沿子路徑的線積分的和。

Γ" + Γ#

這是因為線積分時，子路徑 Γ" + Γ#重疊部分 Γ"#的線積分會互相抵消，

只留下Γ" + Γ#外圍部分的路徑，就是Γ的線積分。

旋度可以讓我們計算線積分！如同散度可以計算面積分。



考慮沿一個在𝑥 − 𝑦平面上一無限小的正方形路徑，計算電場的線積分

沿無限小的正方形的場的線積分等於該場的旋度乘上正方形面積！

𝛻×𝐸 C =
𝜕𝐸B
𝜕𝑥

−
𝜕𝐸A
𝜕𝑦

@𝐸 3 𝑑𝑠 = 𝐸B 2 3 ∆𝑦 − 𝐸B 4 3 ∆𝑦 − 𝐸A 3 3 ∆𝑥 + 𝐸A 1 3 ∆𝑥

𝐸B 2 3 ∆𝑦

−𝐸A 3 3 ∆𝑥

=
𝜕𝐸B
𝜕𝑥

∆𝑥 3 ∆𝑦 −
𝜕𝐸A
𝜕𝑦

∆𝑦 3 ∆𝑥 =
𝜕𝐸B
𝜕𝑥

−
𝜕𝐸A
𝜕𝑦

3 ∆𝑥∆𝑦 = 𝛻×𝐸 C 3 ∆𝐴C= 𝛻×𝐸 3 ∆𝐴

@𝐸 3 𝑑𝑠 = 𝛻×𝐸 3 ∆𝐴

𝐸A 1 3 ∆𝑥

−𝐸B 4 3 ∆𝑦

𝐴×𝐵 C = 𝐴A𝐵B − 𝐴B𝐵A

𝐸B 2 − 𝐸B 4 ~
𝜕𝐸B
𝜕𝑥

∆𝑥

注意：

𝐸A 3 − 𝐸A 1 ~
𝜕𝐸A
𝜕𝑦

∆𝑦

可以看出並證明此式適用於指向任一方向之小平面。



加總所有小正方形的線積分：

鄰近正方形接觸邊的線積分因路徑方向相反，故互相抵消，只剩最外圍。

一任意路徑線積分可以分解為無限多無限小正方形的線積分的加總！

數學上的史塔克定律

@𝐸 3 𝑑𝑠 = 𝛻×𝐸 3 ∆𝐴

@𝐸 3 𝑑𝑠 =?
/

@𝐸/ 3 𝑑𝑠/ =?
/

𝛻×𝐸/ 3 ∆𝐴/ → 1 𝛻×𝐸 3 𝑑𝐴

@𝐸 3 𝑑𝑠 = 1 𝛻×𝐸 3 𝑑𝐴



微分形式

將此定律適用於小正方形：

@𝐸 3 𝑑𝑠 = 0

𝛻×𝐸 = 0

@𝐸 3 𝑑𝑠 = 𝛻×𝐸 3 ∆𝐴

積分形式可以推得微分形式！

將此微分形式定律代入數學的史塔克定律：

@𝐸 3 𝑑𝑠 = 0

𝛻×𝐸 = 0

微分形式可以推得積分形式！

@𝐸 3 𝑑𝑠 = 1 𝛻×𝐸 3 𝑑𝐴



@𝐵 3 𝑑𝑠 = 𝜇)𝑖 = 𝜇)1𝚥 3 𝑑𝐴

𝛻×𝐵 = 𝜇)𝚥

靜磁學的安培定律也可以寫成微分形式：

@𝐵 3 𝑑𝑠 = 1 𝛻×𝐵 3 𝑑𝐴

數學上的史塔克定律

得到法拉第定律的微分形式：



Maxwell Equations 的微分形式就是由這散度與旋度兩個運算寫成！

電流是磁場的基本來源，而且產生的磁場是漩渦狀的，不是放射狀的。

電荷是電場的基本來源，而且產生的電場是放射狀的，不是漩渦狀的。

@𝐸 3 𝑑𝑙 = 0

@𝐵 3 𝑑𝑙 = 𝜇)𝑖

@𝐵 3 𝑑𝐴 = 0

@𝐸 3 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀) 𝛻 3 𝐸 =

𝜌
𝜀)

𝛻×𝐸 = 0

𝛻 3 𝐵 = 0

𝛻×𝐵 = 𝜇)𝚥



@𝐸 3 𝑑𝑠 = −
𝑑Φ0
𝑑𝑡

= −
𝑑
𝑑𝑡
1𝐵 3 𝑑𝐴

𝛻×𝐸 = −
𝜕𝐵
𝜕𝑡

如果電場與磁場有變化，法拉第定律再加上一個磁通量的時變率！

@𝐸 3 𝑑𝑠 = 1 𝛻×𝐸 3 𝑑𝐴

數學上的史塔克定律

得到法拉第定律的微分形式：



注意電（磁）場的時變率產生的是感應磁（電）的線積分，

電（磁）場變化時會感應產生磁（電）場，

@𝐸 3 𝑑𝑙 = −
𝑑Φ0
𝑑𝑡

@𝐵 3 𝑑𝑙 = 𝜇)𝑖 + 𝜇)𝜀)
𝑑Φ-

𝑑𝑡

@𝐵 3 𝑑𝐴 = 0

@𝐸 3 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀) 𝛻 3 𝐸 =

𝜌
𝜀)

𝛻×𝐸 = −
𝜕𝐵
𝜕𝑡

𝛻 3 𝐵 = 0

𝛻×𝐵 = 𝜇)𝚥 + 𝜇)𝜀)
𝜕𝐸
𝜕𝑡

因此感應電磁場都是漩渦狀的，不是放射狀的。大致與變化的場方向垂直。



原來一個向量場如𝐸的旋度與線積分是有關的！

𝐸 = 𝛻𝑉

已知電場是電位的梯度：

如果對純量場的梯度作旋度運算：

𝛻×𝐸 = 𝛻× 𝛻𝑉 = 0

向量外積的規則顯示梯度的旋度必為零！電場滿足：

𝛻×𝐸 = 0

還記得電場的線積分永遠為零：
@𝐸 3 𝑑𝑠 = 0

這些運算給你非常簡潔而直覺的推導！



已知電場是電位的梯度，電場的散度等於電荷密度：

這是高等靜電學解題的基本方程式！ Laplacian Equation!

𝐸 = 𝛻𝑉 𝛻 3 𝐸 =
𝜌
𝜀)

將第一式代入第二式：

𝛻 3 𝐸 = 𝛻 3 𝛻𝑉 = 𝛻!𝑉 =
𝜌
𝜀)

𝛻!𝑉 =
𝜌
𝜀)

𝜕!𝑉
𝜕𝑥!

+
𝜕!𝑉
𝜕𝑦!

+
𝜕!𝑉
𝜕𝑧!

=
𝜌
𝜀)

𝛻 3 𝛻𝑈 = 𝛻!𝑈 ≡
𝜕!𝑈
𝜕𝑥!

+
𝜕!𝑈
𝜕𝑦!

+
𝜕!𝑈
𝜕𝑧!

這個運算稱為Laplacian。

如果梯度是向量，將兩個梯度作內積式的組合，就會得到一個純量！

𝛻 3 𝛻 =
𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑥

+
𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑦

+
𝜕
𝜕𝑧

𝜕
𝜕𝑧

=
𝜕!

𝜕𝑥!
+
𝜕!

𝜕𝑦!
+
𝜕!

𝜕𝑧!
≡ 𝛻!

當然這梯度內積是一個運算，還是得作用於一個函數上：



散度透過高斯定律對應到面積分！旋度透過史塔克定律對應到線積分！

@𝐸 3 𝑑𝑠 = −
𝑑Φ0

𝑑𝑡

@𝐵 3 𝑑𝑠 = 𝜇)𝑖 + 𝜇)𝜀)
𝑑Φ-

𝑑𝑡

@𝐵 3 𝑑𝐴 = 0

@𝐸 3 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀) 𝛻 3 𝐸 =

𝜌
𝜀)

𝛻×𝐸 = −
𝜕𝐵
𝜕𝑡

𝛻 3 𝐵 = 0

𝛻×𝐵 = 𝜇)𝚥 + 𝜇)𝜀)
𝜕𝐸
𝜕𝑡







電容    Capacitor

兩片帶相反電性的（平面板）導體。









兩片帶相反電性的平面板之間的電場是均勻的。

平板外電場為零，如此就不會干擾其他元件。

兩代電板間有一電位差： 𝑉 = 𝐸𝑑

如要維持此電量與電場，必須加一電壓！

電容為儲存電場的裝置。



𝑉 = 𝐸𝑑

𝐸 =
𝜎
𝜀)
=

𝑄
𝐴𝜀)

𝑉 =
𝑑
𝐴𝜀)

𝑄 =
𝑄
𝐶 𝐶 =

𝐴𝜀)
𝑑

𝑄 = 𝐶𝑉

類似的公式也適用於圓柱體電容。

𝐶 =
𝑄
𝑉
=

𝜆𝐿
𝜆

2𝜋𝜀)
ln 𝑟#𝑟"

電容的電荷正比於電壓。 𝑄 = 𝐶𝑉









電容式麥克風有一可動及一固定電板。兩者間保持固定電壓。

電波帶動可動電板振動，改變電板間距離，因此成比例改變電荷。

電荷變化即電流，便可被放大並收集為訊號。







Touch Screen



觸碰的手指提供一個串聯的電容器，改變當地的電容。



能量密度只與當地電場有關！

當電位是𝑉時儲存於電容中的能量：

能量可看成是儲存於電場之中！

增加電荷𝑑𝑞時必須提供能量：𝑑𝑞 3 𝑉。

注意電位𝑉隨電荷𝑞會一直增加：

電容儲藏電場也同時儲藏能量。

𝑈 = 1
)

D

𝑉 3 𝑑𝑞 = 1
)D

𝑞
𝐶
3 𝑑𝑞 =

𝑄!

2𝐶
=
1
2
𝐶𝑉!

𝑈 =
1
2
𝐴𝜀)
𝑑
𝐸!𝑑! = 𝐴𝑑 3

1
2
𝜀)𝐸!

𝑢 =
𝑈
𝐴𝑑

=
1
2
𝜀)𝐸!

我們可以定義單位體積的能量密度：

以上公式適用於任意電場！甚至隨時改變的電場！

此能量也可以電場表示：





介電質 Dielectrics



極化的電介質效果如同兩片額外的平面電荷。

引發的電場與原來的電場成正比，但方向通常相反

𝐸 =
𝐸)
𝜅

𝐸 = 𝐸) + 𝐸/ 𝐸/ ∝ 𝐸) ∝ 𝐸



κ > 1 介電常數 𝐸 =
𝐸)
𝜅

𝐸 = 𝐸) + 𝐸/𝐸/ ∝ 𝐸) ∝ 𝐸



𝐶 =
𝑄
𝑉
=
𝑄)
𝑉)
𝜅
= 𝜅𝐶)



細胞壁就是一個電介質。𝜅~10。
細胞壁內外的液體帶表面電荷，內部帶負電，外部帶正電。

內外電位差大約0.07V，間隔7.0×10?Em，𝐸~10FV/m。

如無介電質的效應𝐸~10GV/m，介電質將導電。



細胞內的電位低於細胞外的電位，∆𝑉~70 − 95mV。
因此有一細胞外指向細胞內的電場𝐸。



Ion channel



改變離子隧道滲透度即可改變電位差而產生訊號。



在均勻電介質中：

@𝐸 3 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀)

@𝐸) 3 𝑑𝐴 = @𝜅𝐸 3 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀)

@𝐸 3 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜅𝜀)

𝜀) → 𝜀 ≡ 𝜅𝜀)
@𝐸 3 𝑑𝐴 =

𝑞
𝜀

在均勻電介質中，只要改常數即可！


