
電場線



有沒有辦法將場的抽象概念圖像化？

將單一電荷周圍的電場的方向聯接起來，竟然可以連成連續的線！



任何電荷分佈都可以如此繪出場線。

置一小電荷於空間中某處，

小電荷順著所受靜電力移動一小距離，

移動後在新位置繼續順著所受靜電力移動一小距離，

如此可一直繼續，小電荷的軌跡將形成一連續的線。

這裡有一個更精確的作法。



電場的方向連成連續的線！在兩個電荷的周圍也是如此！

在這兩個圖之中，這些連續的線似乎都從電荷發出與消滅！

換言之，這些線在空間中不會突然產生或消滅！



電場為零處，幾乎沒有線通過。

這些線似乎就是場的代表！



法拉第直覺地覺得這是電磁現象非常重要的特質。

這些線稱為電力線或電場線。這是驚天動地的一步！

以上繪製線的步驟可在各處重複，因此空間中到處遍佈了連續的電場的線！
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法拉第的儀器



庫倫定律

!!

電荷如果突然改變位置，距離 r 會立刻改變。

根據上式，𝑞	所感受的電力也會立刻改變。

!

!

庫倫力是一個超距力 force at a distance!

!
!

!! !
!

庫倫力是超越空間直接作用！

�⃗� 𝑟, 𝑡 =
1

4𝜋𝜀!
𝑄𝑞
𝑟" 𝑡

�̂� 𝑡



這樣的超距力的想法在當時歐洲大陸的物理界是一個普遍的看法。

!
!

1820

帶電物體周圍的空間，在它們的電磁作用中，並未扮演任何角色。

空間不過是一個被動的舞台，讓電荷與電流扮演主要的角色。



法拉第直覺地覺得電力線是電磁現象非常重要的特質。

因此電磁現象不能不考慮電荷周圍的空間的性質。因此超距力是不對的！

電磁現象必須以電場與磁場來描述！

空間不只是一個被動的舞台，比較像裝置藝術，舞台的佈置就是主角！



其實法拉第是觀察磁鐵時，發現了場線！

磁場線更加明顯易懂！將鐵屑撒在磁鐵旁就形成連續流線。



或讓小指南針在磁鐵周圍沿著指南針的指向連續移動，就形成磁場線。



法拉第嘗試了各式各樣的組合，發現空間中遍佈的連續的磁場的線是普遍的現象！



Maxwell 寫到：磁鐵周圍的力線如此美麗，令人不得不覺得此線是真實的
（something real）：



電場線也可以類似方法產生



1. 電場的方向即為通過當地之電力線的切線方向。

法拉第透過無數實驗觀察，歸納出場線的兩個性質：



因此，電力線不會交叉。否則交叉點的電場會有兩個方向。



而且電力線不會中斷，否則中斷處電場方向將不明。

那麼：電力線在空間中數目不變而守恆！

只有兩個例外，電力線由正電荷發出，由負電荷吸收！



注意靠近單一電荷處，電力線維持單一電荷的樣貌。

電力線成為思考電場非常方便的工具。



第二個特性是：電力線愈密，電場愈大！

對於點電荷，同樣不變的數目的電力線，到越遠處就分配到越大的球面，

這與電場大小一樣，因此大膽猜想電力線密度正好是電場大小！

球面積正比於距離平方，所以電力線密度正好是距離平方反比，



2. 電場大小與當地的電力線密度成正比！

電力線密度定義為通過當地一垂直於電場的單位面積平面的電力線數目。





高斯定律 Gauss’s Law



Maxwell Equations, Finally

/𝐸 1 𝑑𝑙 = −
𝑑Φ#
𝑑𝑡

/𝐵 1 𝑑𝑙 = 𝜇!𝑖 + 𝜇!𝜀!
𝑑Φ$
𝑑𝑡

/𝐵 1 𝑑𝐴 = 0

/𝐸 1 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀!

電磁力的基本定律：

𝛻 1 𝐸 =
𝜌
𝜀!

𝛻 1 𝐵 = 0

𝛻×𝐸 = −
𝑑𝐵
𝑑𝑡

𝛻×𝐵 = 𝜇!𝚥 + 𝜇!𝜀!
𝜕𝐸
𝜕𝑡



電力線在空間中數目顯然不變而守恆！

能不能把這守恆性質寫成一個有關電場𝐸的定量定律？



電力線在空間中數目不變而守恆！

能不能把這句話寫成一個有關電場𝐸的定量定律？

這句話具體的意思：想像空間中任何一個沒有電荷在內的封閉區域，

進入此封閉曲面的電場線數目必等於離開的電場線數目！



首先找一辦法，以電場𝐸來計算通過一個曲面的電力線數目！

先嘗試，以當地的電場𝐸來計算，通過一個無限小的平面的電力線數目。

注意：在一個曲面上各個位置，電場可能不同。

所以，先將曲面切成無限多個，無限小的平面。在一小片上電場可視為常數。



如果小平面與電場垂直，計算電力線的數目並不難！

通過此平面的電力線數目：

2. 電場強度與當地電力線的密度成正比！

𝐸 =
𝑁
𝐴

𝑁 = 𝐸𝐴

𝜃 = 0

電力線密度定義為通過當地一垂直於電場的單位面積平面的電力線數目。



若小平面與電場不垂直：

可以將小平面𝐴投影於電場的垂直方向：

通過小平面𝐴的電力線必通過其投影平面𝐴%

而通過此𝐴%的電力線數目就可以用前一頁的辦法算：

此值也就是通過該小平面 𝐴的電力線數目。

𝜃

𝑁 = 𝐸 1 𝐴% = 𝐸 1 𝐴 cos 𝜃

𝜃



Φ$電場通量 Electric Flux，順著𝐴的方向通過平面的電力線數目。

定義面積向量𝐴：大小就是此平面的面積，方向是垂直於平面的方向。

如此定義後，角度𝜃就是向量𝐴與電場𝐸之間的夾角。

這個結果可以更聰明地以向量表示！

𝑁 = 𝐸 1 𝐴 cos 𝜃

𝑁 = 𝐸 1 𝐴 cos 𝜃 = 𝐸 1 𝐴 ≡ Φ$

𝜃𝜃



流體流過任一平面的每秒流量 = 𝑓 1 𝐴 1 cos 𝜃 = 𝑓 1 𝐴

𝑓 = 	𝜌�⃗�

流體會流過面積的每秒流量 =流體通量	𝑓 1面積𝐴

在∆𝑡內會流過面積的流體體積為∆𝑥 1 𝐴 = 𝑣∆𝑡 1 𝐴，流量為𝜌 1 𝑣∆𝑡 1 𝐴。

流體每秒流量 =
𝜌 1 𝑣∆𝑡 1 𝐴

∆𝑡
= 𝜌𝑣 1 𝐴

這個結果與流體的流量Flux計算非常類似！

馬克思威爾當年就真的是以流體為模型來思考電場的通量。

若進一步定義通量	𝑓大小為𝜌𝑣，方向為流向，則

定義通量𝑓為𝜌𝑣。



若電力線是逆著𝐴的方向，則電通量Φ$為負！

奇妙的是，在前述的定義下，電力線數目有可能是負的！

電通量Φ$除了電力線數目，還能得出電力線的流向！

Φ$ = 𝐸 1 𝐴 = 𝐸 1 𝐴 cos 𝜃

注意對於一個平面，𝐴的方向有兩個選擇。



Φ$ = 𝐸 1 𝐴 = −5×0.3 ̂𝚤 1 𝐴 ̂𝚤 = −1.5×0.3" = 0.41 N/C 1 m

以𝑆&為例：



一般曲面，可視為由許多無限小的平面組成。

通過曲面的電力線數，等於這些小平面的電通量的和：

當小平面趨近無限小，總和就變為一個積分！稱為面積分。

定義為通過此曲面的電場通量Electric Flux！Φ$ =T
'

𝐸' 1 𝛿𝐴' ()→!
+→,

V
-./0123

𝐸 1 𝑑𝐴

Φ$ =T
'

𝐸' 1 𝛿𝐴'

注意𝐸是δ𝐴當地的電場！ 

現在將上述的計算方法推廣到一般的曲面。



𝑊 = lim
+→,
∆5→!

T
67!

+

∆𝑊6 ≡ lim
+→,
∆5→!

T
67!

+

�⃗�6 1 ∆𝑠6 ≡ V
9⃗!

9⃗"

�⃗� 1 𝑑𝑠 線積分

!! "# !!
∆≡∆

⋅⋅⋅⋅ !"
!

!+!"
!

!!
!

3D的功與動能原理

此面積分與力學計算功所用的線積分非常類似

Φ$ = lim
()→!
+→,

T
'

𝐸' 1 𝛿𝐴' = V
-./0123

𝐸 1 𝑑𝐴 面積分



如果是封閉曲面，空間會被分成內外兩部分，

可以定義𝑑𝐴的方向一律是由內指向外：

如此 為正時，電力線為離開曲面

為負時，電力線為進入曲面

如果曲面是封閉曲面（這是高斯定律的主角，就稱高斯面）：

Φ$ = lim
()→!
+→,

T
'

𝐸' 1 𝛿𝐴' = /𝐸 1 𝑑𝐴

Φ$ = 𝐸' 1 𝛿𝐴'



電力線數目守恆

通過一封閉曲面的總電場通量就有一個很簡單的物理意義；

對任一高斯面： 電力線數目守恆

Φ$ = /𝐸 1 𝑑𝐴 =離開曲面的電力線數目 −進入曲面的電力線數目

/𝐸 1 𝑑𝐴 = 0

/𝐸 1 𝑑𝐴 = 0

進入此封閉曲面的電場線數目必等於離開的電場線數目！



任一曲面，若其內沒有電荷，電力線就不能在裡面消失或產生，電力線守恆：

/𝐸 1 𝑑𝐴 = 0



若曲面內有一點電荷，電力線由正電荷發出（由負電荷吸收）：

包圍一個電荷的高斯面的電通量，等於正(負)電荷所產生(消滅)的電力線數目。

Φ$ = /𝐸 1 𝑑𝐴 =離開曲面的電力線數目 −進入曲面的電力線數目 ≠ 0

因電力線產生後不中途消失，

我們立刻可以得到：包圍點電荷𝑞的高斯面𝑆:,",<，電通量相等！

一個點電荷會產生多少電力線？包圍點電荷的高斯面的電通量是多少？

通過包圍點電荷的高斯面的電力線數與其形狀、位置、大小都無關！



選一個封閉球面來計算電通量：

由一個點電荷發出的電力線總數與球半徑無關！

包圍點電荷𝑞的所有高斯面電通量都一樣！選一個最簡單的來算即可！

正(負)電荷產生(消滅)的電力線數目與電荷量成正比。

Φ$ = /𝐸 1 𝑑𝐴 = /𝐸 1 𝑑𝐴 = 𝐸 1/𝑑𝐴 = 𝐸𝐴 =
1

4𝜋𝜀!
𝑞
𝑟"
1 4𝜋𝑟" =

𝑞
𝜀!

Φ$ = /𝐸 1 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀!

電場𝐸與𝑑𝐴同向，在球面上，電場大小𝐸是一個常數！



而因為電通量是電力線數目，電力線數目除了在電荷處之外都守恆，

電通量正比於電荷量！Φ$ = /𝐸 1 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀!

反過來，電荷對電通量的貢獻，只和它是否位於曲面內有關，與具體位置無關。

所以任何包圍 q 的高斯面的電通量，與球高斯面的電通量相等！



以上結果，是由場線守恆的性質推導得到，

現在先考慮任一包圍一點電荷的曲面：

Φ$ = /𝐸 1 𝑑𝐴 = /𝐸 1 𝑑𝐴 cos𝜙 = /
1

4𝜋𝜀!
𝑞
𝑟"
1 𝑟"𝑑Ω =

𝑞
4𝜋𝜀!

/𝑑Ω =
𝑞
𝜀!

𝑑𝐴 cos𝜙 = 𝑟"𝑑Ω通過這兩片平面的電通量相等！

也可以用庫侖定律直接證明得出：



若該點電荷在曲面之外：

Φ$ =
𝑞

4𝜋𝜀!
V
射出

𝑑Ω −
𝑞

4𝜋𝜀!
V
射入

𝑑Ω = 0

如圖，所有射入的立體角都可以找到一對應相等的射出立體角！



位於曲面外的電荷，對曲面上的電場有貢獻，

Φ=> = /𝐸 1 𝑑𝐴 = / 𝐸: + 𝐸" + 𝐸< + 𝐸? 1 𝑑𝐴 =
𝑞" + 𝑞<
𝜀!

=
𝑞3@2
𝜀!

電場滿足疊加定理：𝐸 = ∑' 𝐸'。電通量也會疊加。

但對該曲面的電場通量卻沒有影響。

以上結果為一個點電荷，若有一個以上的電荷時：

因此電通量正比於高斯面內的總電荷。



正電荷發出的電力線可以消失於負電荷

若高斯面內同時有正負電荷，負電荷會減少正電荷的電通量！

負電荷周圍電力線是入射的，電通量為負。

所以高斯面的電通量正比於高斯面內的總（淨）電荷（即正減去負）。



一個封閉曲面的電場通量，正比於曲面所包圍的總淨電荷量。

高斯定律Φ$ = /𝐸 1 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀!

這是電磁學的一個基本定律。

雖由庫侖定律推導得到，但庫侖定律不適用於動電，而高斯定律依舊成立！

對連續的帶電流體，如電漿，此式也成立。





高斯定律的應用



無限大的帶電平面板：設平板上面電荷密度為𝜎。

無限大平板上的均勻電荷，所發出的電力線垂直於平面。

因此選擇一個對稱的（圓）柱狀高斯面：

在上下蓋，電場垂直於平面，或電場𝐸與𝑑𝐴平行！

在圓柱邊，電場平行於平面，電場𝐸與𝑑𝐴垂直，通量為零！



電場是均勻的：大小與位置無關。

/𝐸 1 𝑑𝐴 = V𝐸 1 𝑑𝐴 = 𝐸V𝑑𝐴 = 2𝐸 1 𝐴 =
𝑞
𝜀!
=
𝜎𝐴
𝜀!

𝐸 =
𝜎
2𝜀!

幸運的是：在上下蓋，電場大小𝐸是一個常數！

平板上面電荷密度為𝜎 𝑞 = 𝜎𝐴



𝐸 =
𝜎
2𝜀!

1 −
𝑧

𝑅" + 𝑧"
→

𝜎
2𝜀!

	 當𝑅 → ∞

帶電圓盤的電場

無限大帶電平板的電場

與高斯定律推導結果吻合！

但在此高斯定律推導比較容易！



兩片無限大等電荷密度之平行帶電板

兩片電板間的電場是均勻電場

電板外電場為零

有限大的兩電板則有些許的邊界效應：

𝐸 =
𝜎
𝜀!



均勻的帶電棒：設棒上線電荷密度為𝜆，計算帶電棒周圍距軸心為𝑟處的電場。

/𝐸 1 𝑑𝐴 = V𝐸 1 𝑑𝐴 = 𝐸V𝑑𝐴 = 𝐸𝐴 = 𝐸 1 2𝜋𝑟𝑙 =
𝑞
𝜀!
=
𝜆𝑙
𝜀!

𝐸 =
1

2𝜋𝜀!
𝜆
𝑟

如此在兩端的蓋上，電場平行於蓋面，通量為零。只要算圓柱邊面上的電通量。

選擇同軸半徑為𝑟的圓柱面為高斯面！

電力線將由棒發出，並垂直於帶電棒的軸。

在圓柱邊，電場𝐸與𝑑𝐴平行，且電場大小𝐸是一個常數！

棒上線電荷密度為𝜆。 𝑞 = 𝜆𝑙



22.41

選擇一同軸半徑為𝑟的圓柱面為高斯面！

/𝐸 1 𝑑𝐴 = 𝐸 1 2𝜋𝑟𝑙 =
𝑞
𝜀!
=
𝜌 1 𝜋𝑟"𝑙
𝜀!

如在帶電棒外𝑟 > 𝑅，電荷如同集中於軸上一細帶電棒，如同前一頁的計算。

𝐸 =
𝜌
2𝜀!

𝑟

同樣的方法也可以適用於半徑為𝑅的粗帶電棒內，距軸心為𝑟處的的電場。

𝑟 < 𝑅。

設棒內體電荷密度為 𝜌。 𝜌 1 𝜋𝑟" = 𝜆



或是

計算帶電棒周圍距軸心為𝑟處的電場：

就選擇一同軸半徑為𝑟的圓柱面為高斯面！

/𝐸 1 𝑑𝐴 = 𝐸 1 2𝜋𝑟𝑙 =
𝑞
𝜀!

𝑞就看𝑟在哪一個範圍！



電場如同所有電荷集中在球心的點電荷。

平方反比是三度空間的性質。

在電荷分布以外： 𝑟 > 𝑅

均勻的帶電球（球對稱，半徑為𝑅）周圍距球心為𝑟處的電場：

+++
+++

選擇同球心半徑為𝑟的球高斯面：

R

/𝐸 1 𝑑𝐴 = V𝐸 1 𝑑𝐴 = 𝐸V𝑑𝐴 = 𝐸𝐴 = 𝐸 1 4𝜋𝑟" =
𝑄
𝜀!

𝐸 =
1

4𝜋𝜀!
𝑄
𝑟"

均勻的帶電球



在電荷分布以內：𝑟 < 𝑅

𝐸 1 4𝜋𝑟" =
𝜌43𝜋𝑟

<

𝜀!

𝐸 =
𝜌
3𝜀!

𝑟 =
1

4𝜋𝜀!
𝑄
𝑅<
𝑟

設球內體電荷密度為 𝜌 = A
#
$BC

$。 𝑞 = 𝜌
4
3
𝜋𝑟<





22.41

或是







電荷量𝑞就正比於所放射的電場線的數量！

面積分正好會捕抓曲面內所放射出的場線的數目，無論放射源在曲面內的何處。

庫侖定律規定了點電荷𝑞所產生的電場線形狀：放射狀！

/𝐸 1 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀!



連續的電場線可以是放射狀以外的其他形狀嗎？

它可以沒有生成的點也沒有消滅的點嗎？

我們把它們稱為漩渦狀的場線。

想像由一條一條的封閉曲線（不一定是圓）構成的場線。

電場線可以是旋渦狀嗎？若根據庫侖定律，電場是沒有旋渦狀場線的。

/𝐸漩渦 1 𝑑𝐴 = 0

但漩渦狀場線的電通量永遠等於零，因此高斯定律對之完全沒有約束。

防疫破口！

這樣的線沒有生成的點也沒有消滅的點，而場線數目也是守恆的。



高斯定律可以完全取代庫倫定律嗎？

不能!  因為它不夠嚴格！

/𝐸 1 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀!

𝐸 =T
'

1
4𝜋𝜀!

𝑄'
𝑟'"
�̂�'



高斯定律的微分形式

物理的成年禮！



將一個空間分解成子空間，

包圍此空間的電通量會等於包圍子空間的電通量的和。

那麼若將一高斯面內的空間，分解成小方塊的組合，

將包圍小方塊高斯面的電通量加總，就是原來高斯面的電通量。

這是因為加總通量時，子空間的接觸面𝑆DE的通量會互相抵消，

只留下最外圍曲面𝑆D + 𝑆E的通量。

𝑎 + 𝑏

ΦDFE = ΦD + ΦE

𝑎 𝑏



x𝑥x 𝑥𝑥 + Δ𝑥

散度，一個純量，由向量場計算出的一個純量場

考慮一個無限小的立方體高斯面

先計算垂直於 x 軸左右兩個面的通量𝐸 1 𝑑𝐴， 𝑑𝐴 ∥ �̂�G：

因此總通量為

𝐸G 𝑥 + ∆𝑥 1 ∆𝑦∆𝑧 − 𝐸G 𝑥 1 ∆𝑦∆𝑧 =
𝜕𝐸G
𝜕𝑥

∆𝑥 1 ∆𝑦∆𝑧

𝐸 𝑥 + ∆𝑥𝐸 𝑥

同理：垂直於 𝑦 軸上下兩個面的通量就等於： 𝜕𝐸H
𝜕𝑦

1 ∆𝑥∆𝑦∆𝑧

Φ$ =
𝜕𝐸G
𝜕𝑥

+
𝜕𝐸H
𝜕𝑦

+
𝜕𝐸I
𝜕𝑧

1 ∆𝑥∆𝑦∆𝑧 ≡ 𝛻 1 𝐸 1 ∆𝑉

𝛻 1 𝐸 ≡
𝜕𝐸G
𝜕𝑥

+
𝜕𝐸H
𝜕𝑦

+
𝜕𝐸I
𝜕𝑧

電場的 𝑥分量𝐸G 𝑥, 𝑦, 𝑧 是多變數函數！

𝐸G 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦, 𝑧 − 𝐸G 𝑥, 𝑦, 𝑧 =
𝜕𝐸G
𝜕𝑥

∆𝑥

𝐸G 𝑥 + ∆𝑥 1 ∆𝑦∆𝑧 − 𝐸G 𝑥 1 ∆𝑦∆𝑧

𝐸 1 𝑑𝐴~𝐸G 1 𝑑𝐴



數學上的高斯定律

對任何向量場任何高斯面都對！

一個無限小的方塊高斯面的電通量等於電場的散度乘上體積！

∆Φ$ =
𝜕𝐸G
𝜕𝑥

+
𝜕𝐸H
𝜕𝑦

+
𝜕𝐸I
𝜕𝑧

1 ∆𝑥∆𝑦∆𝑧 ≡ 𝛻 1 𝐸 1 ∆𝑉

若將一高斯面內的空間，分解成小方塊的組合，

將小方塊表面的電通量加總，就是原來高斯面的電通量。

Φ$ =T
'

∆Φ'$ =T
'

𝛻 1 𝐸 1 ∆𝑉' → V 𝛻 1 𝐸 𝑑𝑉

/𝐸 1 𝑑𝐴 = V 𝛻 1 𝐸 𝑑𝑉



高斯定律的微分形式，對任一個點成立

將積分形式的高斯定律適運用於此小方塊，小方塊內電荷等於𝜌 1 ∆𝑉：

散度即是單位體積內電力線數目的增加。

一個無限小的方塊高斯面的電通量等於當地電場的散度乘上方塊體積！

Φ$ =
𝜕𝐸G
𝜕𝑥

+
𝜕𝐸H
𝜕𝑦

+
𝜕𝐸I
𝜕𝑧

1 ∆𝑥∆𝑦∆𝑧 ≡ 𝛻 1 𝐸 1 ∆𝑉

Φ$ = /𝐸 1 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀!
=
𝜌 1 ∆𝑉
𝜀!

= 𝛻 1 𝐸 1 ∆𝑉

𝛻 1 𝐸 =
𝜌
𝜀!

𝛻 1 𝐸 𝑟 =
𝜌 𝑟
𝜀!

積分形式的高斯定律可以推導出微分形式。



將微分形式的高斯定律

代入前述數學的高斯定律：

可得積分形式的高斯定律

可見積分形式的高斯定律與微分形式的高斯定律是等價的。

𝛻 1 𝐸 =
𝜌
𝜀!

/𝐸 1 𝑑𝐴 = V 𝛻 1 𝐸 𝑑𝑉

/𝐸 1 𝑑𝐴 = V
𝜌
𝜀!

𝑑𝑉 =
𝑞
𝜀!

微分形式的高斯定律可以推導出積分形式。



Maxwell Equations, Finally

/𝐸 1 𝑑𝑙 = −
𝑑Φ#
𝑑𝑡

/𝐵 1 𝑑𝑙 = 𝜇!𝑖 + 𝜇!𝜀!
𝑑Φ$
𝑑𝑡

/𝐵 1 𝑑𝐴 = 0

/𝐸 1 𝑑𝐴 =
𝑞
𝜀!

電磁力的基本定律：

𝛻 1 𝐸 =
𝜌
𝜀!

𝛻 1 𝐵 = 0

𝛻×𝐸 = −
𝑑𝐵
𝑑𝑡

𝛻×𝐵 = 𝜇!𝚥 + 𝜇!𝜀!
𝜕𝐸
𝜕𝑡


