
一維階梯狀位能下的定態



當波如束縛態被限制於一個範圍內時，

被限制的波的狀態如駐波般，

能量只有在某些值，定態薛丁格方程式才有解！

能量為離散的能階
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若波如非束縛態未被限制：任意的𝐸數值，定態方程式都有解！

能量為連續的。



如果是有限大位能井，能量就會同時有連續與離散的部分！

因為能階高到一定值後，就不再被束縛了



一維階梯狀位能下的定態

在非束縛的情況中，定態能組成入射波包，可以描述散射問題！

束縛的定態將展現能量量子化！

這些問題都可以分解為一段段常數位能的區域，分開求解。

然後在邊界處，以連續條件將得到的各個解聯(match)起來。

這些問題的物理意義差別很大：但在數學解法上卻非常類似！



階梯狀位能，散射



階梯狀位能散射

𝐸 > 𝑉)

𝑉 = 0, 𝑥 < 0

𝑉 = 𝑉), 𝑥 > 0

𝑉)

解這個位能下的定態，即能量的本徵函數。

也就是解與時間無關的薛丁格方程式。
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反射與透射

入射波

反射波

透射波

在兩個區域內分別都是自由粒子，自由電子波定態解可以適用：

由左向右入射的正弦波，在邊境產生向右的透射波，及向左的反射波。
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𝐸 − 𝑉)

𝑘 ≡
2𝑚𝐸
ℏ*

𝑥 < 0

𝑥 > 0

𝑘 > 𝑞 𝜆, < 𝜆*

𝑉!

若只考慮由左入射的波，

𝑒"#+'的部分可忽略。

角波數不同！



𝜓! = 𝑒#&' + 𝑅𝑒"#&'

𝜓! = 𝑇𝑒#+'
𝑥 < 0

𝑥 > 0

由左向右入射的波，嚴格應該用波包處理，

但我們先以自由電子波𝑒#&'近似，所以就取𝐴 = 1。

𝜓及𝜓′在邊界原點𝑥 = 0連續，可以得到兩個連續條件，正好求解得𝑅, 𝑇。

1 + 𝑅 = 𝑇
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𝑅決定了反射波強度，𝑇決定了透射波強度。

𝜓- = 𝑖𝑘𝑒#&' − 𝑖𝑘𝑅𝑒"#&'

𝜓- = 𝑖𝑞𝑇𝑒#+'

𝑘 > 𝑞, 𝑇 > 1



𝜓 𝑥 的微分也必須連續！
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𝑉 𝑥 在𝑎 − 𝜀與𝑎 + 𝜀間都是有限值！

若位能與波函數都是有限值，波函數與微分都要連續。
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我們得到的定態解，乘上時間演化就是完整的波函數：

入射波

反射波

透射波

入射波的相位𝑘𝑥 − !
ℏ
𝑡會向右傳播，透射波也向右，反射波相位𝑘𝑥 + !

ℏ
𝑡向左傳播。
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機率分布

反射的波與入射波疊加干涉！機率分布與位置有關。

而且機率總和是無限大，以上的解並不能歸一化。

但這是定態，所有觀測量都與時間無關。

這個定態解很難解釋！有兩個辦法。



Probability Current

計算機率密度的時變率：
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機率密度的時變率等於一個量的空間微分，這與電荷守恆式一樣。

= −𝑖
ℏ
2𝑚

𝜕
𝜕𝑥

𝜕Ψ∗

𝜕𝑥
' Ψ − Ψ∗ '

𝜕Ψ
𝜕𝑥

≡
𝜕
𝜕𝑥
𝑗 𝑥, 𝑡

我們可以利用之前定義的機率的流 Probability Current來觀察反射與透射。

機率流是局部的物理量，不涉及積分，可以適用於不間斷的一束電子流。



𝑗2~𝜌𝑣 𝑅 *
若是一束電子的話，反射電流就等於乘電子密度：

這是透射流， 𝑇 *是透射率。

這分別是入射流與反射流。

𝜓! = 𝑒#&' + 𝑅𝑒"#&'
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1 − 𝑅 *
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𝑇 *~𝑣′ 𝑇 *

現在可以計算各處的機率流 Probability Current

相對於入射電流𝜌𝑣： 𝑅 *可解讀是反射率， 𝜌 𝑅 *看成是反射電子密度。

交叉項的虛數部會抵消。
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代入以上機率流公式。
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𝑅 =
𝑘 − 𝑞
𝑘 + 𝑞

𝑇 =
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反射流等於

ℏ𝑘
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ℏ𝑞
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𝑇 *

𝑇雖然大於1，透射流小於入射流，因為在𝑥 > 0電子速度較慢。

透射流
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現在代入實際的透射率及反射率：

可以驗證入射流等於反射流加透射流。
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這個定態解本身無法滿足歸一律，nonnormalizable，不是一個實際可行的解。

這裏我們預期也可以用階梯位能的定態，來疊加出由左向右入射的波包！

將以下階梯位能的定態解，

另一個看法：

但自由電子波也是如此，那時我們用自由電子波來疊加出可行的波包！
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乘高斯分布的𝐴 𝑘 進行疊加！

結果也要分兩個區域來寫：
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自由空間波包波函數對時間的演化：
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Ψ 𝑥, 𝑡 =
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Ψ 𝑥, 𝑡 = UΨ<=> 𝑥, 𝑡 + Ψ?@A 𝑥, 𝑡 , 𝑥 < 0
ΨB? 𝑥, 𝑡 𝑥 > 0

入射波為經典的、以速度ℏ𝑘/𝑚向右移的波包，

Ψ<=> 𝑥, 𝑡 = ?
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𝑡 > 0後，此波包向右移出𝑥 < 0的適用範圍，於是不再成立而消失。
𝑡 = 0時，中心在原點。它是𝑡 < 0時由左方移入。

可見電子的散射發生在𝑡 = 0時的原點處。散射後，入射電子消失！



𝑅 𝑘 =
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𝑘 + 𝑞 𝑇 𝑘 =
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𝑘 + 𝑞

意思是可以以自由電子正弦波𝑒#&"'來近似入射的波包，以計算係數𝑇, 𝑅。

𝑇, 𝑅都與𝑘有關，但若波包的振幅𝐴 𝑘 集中在一中間值𝑘)附近，
𝑇, 𝑅可以以𝑘)代入所得的 𝑇, 𝑅來近似，於是這兩個係數即為常數，可從積分提出。
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散射後出現的反射波及透射波好像也是波包。

反射波也是𝑡 = 0時中心在𝑥 = 0，但向左移的一波包。

Ψ?@A 𝑥, 𝑡 = 𝑅 𝑘) ?
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𝑑𝑘 ' 𝐴 𝑘 𝑒"#&'𝑒"#
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注意：𝑡 < 0時，中心在右邊 𝑥 > 0不在適用範圍內。

因此𝑡 < 0時，沒有這個反射波包。反射波包只出現在𝑡 > 0。
𝑅(𝑘))即是反射波包的振幅。

2Δ𝑘

𝐴 𝑘



ΨB? 𝑥, 𝑡 = 𝑇 𝑘) ?
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𝑇 𝑘) 即是透射波包的振幅。

注意𝑡 < 0時，中心在左邊𝑥 < 0也不在適用範圍內。

透射波也是𝑡 = 0時，中心在 𝑥 = 0，向右移的一個波包。

因此𝑡 < 0時，沒有這個透射波包。透射波包如同反射波包都只出現在𝑡 > 0。

𝑅~𝑅 𝑘) =
𝑘) − 𝑞)
𝑘) + 𝑞)

𝑇~𝑇 𝑘) =
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𝑘) + 𝑞)

以波包中央值𝑘)的自由電子正弦波𝑒#&"'計算係數𝑇, 𝑅，就得到透射率與反射率。

波包群速度等於：
ℏ
𝑚
𝑞) 波包寬度較窄！細節詳後。



此干涉是因入射波包
與反射波包都有寬度
，因此會有重疊！



實驗發現，將一束電子入射，散射後電子的分布，的確等於散射波的波強度！

電子束散射後，各處電子的分佈 ≈ 散射後，各處電子波的強度

實驗上看到：大概十個電子入射，散射後就是會有九個向右，一個向左運動！

波恩發現，這兩個往相反方向移動的波包，是有觀測上的意義的。

以上圖為例，向右運動的波包總強度，大約是向左運動的波包總強度的九倍！

𝑅 *, 𝑇 *就是反射波與透射波強度。 𝑅 *可解讀是反射率， 𝑇 *可解讀是透射率。

在古典非束縛態的情況中，有位能的能量的定態組成波包，可以描述散射問題！



在這散射實驗中，入射的質子及生成的粒子都可以看成極窄的波包。

𝑝 + 𝑝 → 𝐻 +⋯ → 𝑍 + 𝑍 +⋯ → 𝜇 + �̅� + 𝑒 + �̅�⋯

用𝑒# &"'"
ℏ
#'&"

#%
來近似波包，結果相當不錯。

基本粒子物理的碰撞實驗就是散射！
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*透射波包的計算比較複雜：

𝑞 = 𝑘* −
2𝑚𝑉)
ℏ*

這是右邊的角波數，是𝑘的函數，可以對𝑘 − 𝑘)展開：

𝑞 𝑘 = 𝑞 𝑘) + 𝑘 − 𝑘)
𝑑
𝑑𝑘
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𝑘)* −
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ℏ*

+⋯
≡ 𝑞) + 𝑘 − 𝑘)

𝑘)
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只要以
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𝑥取代左式的𝑥即可！
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ℏ
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ℏ
𝑚
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ℏ
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波包群速度等於：

這就是古典粒子在右方的速度！

∆𝑥~
𝑞)
𝑘)

𝛼 < 𝛼 波包寬度較窄！

這個積分與自由空間一般波包的積分幾乎完全一樣！



𝑅. 𝑇即是反射波包及透射波包的振幅。

𝑅~𝑅 𝑘) =
𝑘) − 𝑞)
𝑘) + 𝑞)

𝑇~𝑇 𝑘) =
2𝑘)

𝑘) + 𝑞)
> 1

1 = 𝑅 * +
𝑞)
𝑘)

𝑇 *

𝑇 > 1，但透射波包較窄。

散射前後總機率依舊守恆！



𝑅 =
𝑘 − 𝑞
𝑘 + 𝑞

𝑇 =
2𝑘
𝑘 + 𝑞

𝑅反射率，𝑇透射率。

𝑘 > 𝑞, 𝑇 > 1𝑞 ≡
2𝑚
ℏ*

𝐸 − 𝑉)𝑘 ≡
2𝑚𝐸
ℏ*

𝐸 ≫ 𝑉) 𝑘 ≈ 𝑞, 𝑅 → 0, 𝑇 → 1 階梯位能如同不存在一樣！

𝐸 → 𝑉) 𝑞 → 0, 𝑇𝑒#+' → 𝑇, 𝑅 → 1, 𝑇 → 0 波在𝑥 > 0波函數不是零，但不傳播！

𝐸 ↓,則	𝑅 ↑, 𝑇 ↓ 在𝑥 > 0透射率漸漸下降！



如果

階梯狀位能全反射

𝐸 < 𝑉)

𝑉)

𝑉

𝑉 = 0, 𝑥 < 0

𝑉 = 𝑉), 𝑥 > 0



古典粒子不能存在這樣的區域

在量子力學中，波函數還是有解，只是不再是正弦波，而是指數函數。

但與時間無關的薛丁格方程式依舊有解：

𝐸 < 𝑉)

𝜅 ≡
2𝑚
ℏ*

𝑉) − 𝐸
𝑑*𝜓!
𝑑𝑥*

=
2𝑚
ℏ*

𝑉) − 𝐸 𝜓! ≡ 𝜅*𝜓!
𝑑*𝜓!
𝑑𝑥*

= 𝜅*𝜓!

𝜓! = 𝐶𝑒"C' + 𝐷𝑒C'

波函數若向右隨𝑥增加，則在無限遠處波函數發散，不可能，因此𝐷 = 0。

𝜓! = 𝑒#&' + 𝑅𝑒"#&'𝑥 < 0 𝑘 ≡
2𝑚𝐸
ℏ*

𝑥 > 0

𝜓! = 𝑇𝑒"C' 進入折返點內禁止區後，振幅會指數遞減！



𝜓! = 𝑇𝑒"C'

𝜓! = 𝑒#&' + 𝑅𝑒"#&' 𝑥 < 0

𝑥 > 0

1 + 𝑅 = 𝑇 𝑘 − 𝑘𝑅 = 𝑖𝜅𝑇
𝑅 =

𝑘 − 𝑖𝜅
𝑘 + 𝑖𝜅

𝑇 =
2𝑘

𝑘 + 𝑖𝜅
與之前式子相同，只要以𝑖𝜅替代𝑞即可！

同樣要求𝜓及𝜓′在邊界原點連續，

在禁止區，機率密度不再是常數，而是隨滲透距離𝑥指數遞減了！

𝑃 = Ψ * = 𝜓! 𝑥 ' 𝑒"#
!
ℏ%

*
= 𝜓! 𝑥 * 𝑒"#

!
ℏ%

*
= 𝜓! 𝑥 * = 𝑇 *𝑒"*C'

滲透距離大約是
1
𝜅
= ℏ

1
2𝑚 𝑉) − 𝐸

~ℏ，一般來說是微觀的距離。



𝜓! = 𝑒#&' + 𝑅𝑒"#&' = 𝑒#&' + 𝑒"# &'(*D

𝑅 =
𝑘 − 𝑖𝜅
𝑘 + 𝑖𝜅

=
𝑘 − 𝑖𝜅
𝑘 + 𝑖𝜅

𝑒"*#D = 𝑒"*#D

𝑘 − 𝑖𝜅 ≡ 𝑘 − 𝑖𝜅 𝑒"#D＝ 𝑘* + 𝜅*𝑒"#D

反射波與入射波振幅相同，但相差一個相角2𝛿！𝛿由𝐸決定。

𝑅 * = 𝑒"*#D
*
= 1 反射率為1，完全反射。透射率是零。

在禁止區，雖然有滲透機率，可算出機率流為零，並沒有機率流進去！

𝑗 = −𝑖
ℏ
2𝑚

𝜕𝜓∗

𝜕𝑥
' 𝜓 − 𝜓∗ '

𝜕𝜓
𝜕𝑥

對實數的𝜓，兩項抵消， 𝑗 = 0。

𝑘 + 𝑖𝜅 = 𝑘 + 𝑖𝜅 𝑒#D = 𝑘* + 𝜅*𝑒#D

𝜅
𝑘
= tan 𝛿



𝐸 = 0.5𝑉) 𝛿 =
𝜋
4





波包撞擊位階時，有一段時間，波會滲入禁止區，

但在碰撞過後而言，滲入的部分就會消失，

反射波包的行為幾乎如同一個古典的反彈粒子。

但反射波與入射波的相角差2𝛿，會造成入射波包與反射波包的時間延遲！

這個波的散射可以用波包處理。



但如果這位能也是微觀，寬度很薄，粒子便能滲透過去，

穿隧效應 Tunneling Effect

在位能壘後方形成一個自由粒子波！

𝑉)

𝑎

在禁止區，雖然有滲透機率，可算出機率流為零，並沒有機率流過去！

滲透距離大約是
1
𝜅
= ℏ

1
2𝑚 𝑉) − 𝐸

~ℏ，一般來說是微觀的距離。



穿牆人 Le Passe-MurailleMarcel Aymé, 1943 



𝜓! 𝑥 ~𝑒"C. ' 𝑒#& '". , 𝑥 > 𝑎

Tunneling effect 穿隧效應

機率密度

穿透後𝑥 > 𝑎機率

在位壘中

隨距離而指數遞減。在𝑥 = 𝑎，𝜓!要連續。

一個電子有以上的機率會穿透，其餘的機率則是反彈！

𝜓! 𝑥 ~𝐴𝑒"C' 𝑃 = 𝜓! * = 𝐴 *𝑒"*C'

∝ 𝑒"*C.

𝑎

𝑎

能量差距越小，𝜅越小，穿透率越大！
𝑎~

1
𝜅
= ℏ

1
2𝑚 𝑉) − 𝐸

就有可測的機率穿透！

穿隧效應是一個結果不確定的機率現象。若寬度𝑎很小：

𝜅𝑎 = 𝑎
2𝑚
ℏ*

𝑉) − 𝐸



厚度相差一倍，穿透率竟相差一萬倍！

因為是穿透率指數遞減，因此對位壘厚度非常敏感。



Scanning Tunneling Microscope   穿隧顯微鏡 STM

∝ 𝑒"*C.

穿隧效應的應用

穿透機率

穿透機率正比於穿透電流。

保持穿透電流為定值，

探針與表面距離𝑎就是定值。

若是電子流，則



Xenon Atoms

石墨表面的碳原子







0 < 𝑥 < 𝑎

𝑥 < 0

𝑢 = 𝑒#&' + 𝑅𝑒"#&'
𝑘 ≡

2𝑚
ℏ*

𝐸

𝜅 ≡
2𝑚
ℏ*

𝑉) − 𝐸
𝜓! = 𝐴𝑒"C' + 𝐵𝑒C'

𝜓! = 𝑆𝑒#&'

𝑥 > 𝑎

𝜓與𝜓′在兩邊界都要連續，

𝑖𝑘
−𝜅

1 − 𝑅 = 𝐴 − 𝐵

𝜓! = 𝑒#&' + 𝑅𝑒"#&'

𝑖𝑘
−𝜅

𝑆𝑒#&. = 𝐴𝑒"C. − 𝐵𝑒C.

1 + 𝑅 = 𝐴 + 𝐵

𝑆𝑒#&. = 𝐴𝑒"C. + 𝐵𝑒C.

比較嚴格的計算

在位壘中，指數遞增也要列入

𝑥 = 0

𝑥 = 𝑎

𝑆 *就是穿透率！





𝑆 *

𝑆 ,

𝑆 *~
4𝜅𝑘

𝑘* + 𝜅*
*
𝑒"*C.













𝑆 *~
4𝜅𝑘

𝑘* + 𝜅*
*

𝑒"*C.
𝑆 *

𝑆 *



𝑃4 = 𝑆 *~
4𝜅𝑘

𝑘* + 𝜅*
*

𝑒"*C.~𝑒"*C.

方程式是線性，若位能壘不是方形，可用一系列方形位能壘的疊加來近似！

任意形狀位能壘

𝜅𝑎 = 𝑎
2𝑚
ℏ*

𝑉) − 𝐸

在不同方位壘，指數的部分變化較大，也比較重要！可把前方factor設為常數。



∆x

總透射率等於個別透射率的乘積： 𝜅∆𝑥 = ∆𝑥
2𝑚
ℏ*

𝑉 𝑥 − 𝐸



𝑃4~𝑒
"* ∫(

) F' *8
ℏ# G ' "!

課本的描述：



𝑉 𝑥 ~𝑊 − 𝑒ℰ𝑥

應用：場放射Field Emission加上靜電場，可以使電子穿隧離開固體。



𝑃4~𝐶𝑒"* ∫"
( F' *8 H"Iℰ' /ℏ#

𝑃4~𝐶𝑒
"L *

M 8H.#/ℏ# = 𝐶𝑒"
L *
M 8H*/ℏ# ,Iℰ

𝑉 𝑎 ~𝑊 − 𝑒ℰ𝑎 = 0









原子核的α衰變，可以將衰變原子核，看成𝛼粒子與產物原子核的束縛態。

吸引的核力很強，對應很深的位能，但只有短距𝑟 < 𝑅。

長距𝑟 > 𝑅，位能則由排斥的庫倫位能取代。

原子核的 α 衰變



𝛼粒子可以透過量子穿隧效應，自發地穿透放射離開。

因為是量子效應，因此發生的可能是由機率控制！



Γ

1 − Γ

每單位時間衰變發生的機率為 Γ

我們無法預測單一一顆原子核何時及是否衰變，只能預測它衰變的機率。

原子核的衰變是一個微觀的量子現象。

注意即使完全相同的原子核，它的命運，何時及是否衰變，都不相同。













課本補充教材的描述：






