
微擾論最典型的用途就是描述氫原子簡併能階的細微分裂！

運動的電子會感受到原子核庫倫電場因相對論效應產生的磁場。

𝐻! =
𝑝"

2𝑚
−

𝑒"

4𝜋𝜀!𝑟

𝜆𝐻#~𝐿 / 𝑆於是能量要加上微擾項，稱為Spin-Orbit Coupling：

電子自旋的磁偶極矩會感受到此磁場的磁力。

原來簡併的能階，精細的測量會發現細微的分裂：精細結構 Fine Structure。

𝑛 = 2, 𝑙 = 0,1, 𝑠 = 1/2

未微擾𝐻!就是一般氫原子的電子動能與庫倫位能：



𝜆 2𝐻#~𝜇 / 𝐵 ∝ 𝑆 / 𝐿

從電子的瞬間座標系來看，質子是在移動的！質子會在電子處產生磁場。

此磁場與質子相對軌道角動量、即電子的軌道角動量成正比：𝐵 ∝ 𝐿。

電子雖然不移動，它的自旋會感覺到此磁場！



靜止的原子之庫倫電場𝐸，透過羅倫茲變換可以得到移動電子感受的磁場𝐵：

𝐵 = −
�⃗�
𝑐"
×𝐸

此磁場𝐵大小~𝑣/𝑐，一般來說很小，屬於相對論性修正Relativistic Effect。

自旋磁偶極感受到此磁場： 𝜆𝐻# = 𝜇 /
�⃗�
𝑐"
×𝐸 ~ −

𝜇
𝑚𝑐"

/ 𝑝×𝑟
𝑒

4𝜋𝜀!𝑟$

𝜆𝐻# =
𝑒"

4𝜋𝜀!
1

2𝑚"𝑐"
𝑆 / 𝐿
𝑟$

代入質子的庫倫電場：整理後得到軌道角動量與自旋的內積！

此微擾項稱為Spin-Orbit Coupling。

加速移動電子的非慣性效應會再除2：



因此一般選擇未微擾能量的本徵態，同時也是𝐿", 𝐿%的本徵態，
對於未微擾的氫原子電子：𝐻!與𝐿%, 𝐿"對易。

𝜙&'( / 1
0 or 𝜙&'( / 0

1 ~𝑅&' 𝑟 / | ⟩𝑙, 𝑚, 𝑠, 𝑠%

考慮電子的自旋，每一個軌道的電子可以向上或向下：

| ⟩𝑙, 𝑚, 𝑠, 𝑠% 是𝐿", 𝐿%, 𝑆", 𝑆%的本徵態。

將符號簡化：

F G1,𝑚,
1
2
, 𝑠% → | ⟩𝑚, 𝑠%

我們將以𝑛 = 2, 𝑙 = 1的的六個本徵態為例，先忽略𝑅&' 𝑟 ，最後再加入。

𝑙 = 1, 𝑙! = ±1,0, 𝑠! = ±1/2

𝑛 = 2

| ⟩𝑛, 𝑙, 𝑚 ~ 𝜙&'(

精細結構實驗看到原本簡併的能態，其實有能量差如圖：

| ⟩1, ↑ | ⟩1, ↓

| ⟩0, ↑ | ⟩0, ↓

| ⟩−1, ↑ | ⟩−1, ↓



如此，能量𝐻本徵態的角度部分並不是| ⟩𝑚%, 𝑠% ！因此其實不適合取為零階態。

𝑙 = 0, 𝑙! = 0, 𝑠! = ±1/2

𝑙 = 1, 𝑙! = ±1,0, 𝑠! = ±1/2

𝑛 = 2

𝑙 = 1, 𝑙! = ±1,0, 𝑠! = ±1/2

𝜆 ,𝐻" ∝ 𝑆 1 𝐿

注意微擾𝑆 / 𝐿與𝐿%, 𝑆%並不對易：

𝜆𝐻# ∝
𝑆 / 𝐿
𝑟$

加入LS coupling為微擾：

如果有與𝑆 / 𝐿對易的算子，就會更好。我們注意到電子有一總角動量。

𝐿%, 𝑆 / 𝐿 = 𝐿%, 𝑆)𝐿) + 𝑆*𝐿* + 𝑆%𝐿% = 𝑆) 𝐿%, 𝐿) + 𝑆* 𝐿%, 𝐿* ~𝑆)𝐿* − 𝑆*𝐿) ≠ 0

𝐿%, 𝑆 / 𝐿 ≠ 0 𝑆%, 𝑆 / 𝐿 ≠ 0

𝑛 = 2, 𝑙 = 1六個能態未微擾能量是簡併的，這是簡併微擾。

總能量𝐻與𝐿%, 𝑆%並不對易，

得進一步由矩陣元選正確的零階態。



𝐽 = 𝐿 + 𝑆

𝐽" = 𝐿" + 𝑆" + 2𝑆 / 𝐿

𝑆 / 𝐿 =
1
2
𝐽" −

1
2
𝐿" −

1
2
𝑆"

𝐽+ = 𝐿+ + 𝑆+

利用上式可以將𝑆 / 𝐿改寫為：

𝑆 / 𝐿 =
1
2
𝐽" − ℏ" −

3
8
ℏ"

𝑆 / 𝐿與𝐽"的差距只是常數！

強烈暗示：選擇𝐽"的本徵態| ⟩𝑗 才是正確的零次態！而不是原來所選的| ⟩𝑚%, 𝑠% 。

對於我們的六個𝑙 = 1, 𝑠 = 1/2狀態：

電子的總角動量是軌道角動量與自旋角動量的和。分量也是。

角動量相加 addition of angular momenta

而且𝐽"與𝐿%, 𝑆%很明顯也不對易！所以這是兩個不同的選擇！



之前以對易關係推導出來的本徵態、本徵值結果都成立：

𝐽"S𝑗, T𝑚, = 𝑗 𝑗 + 1 ℏ" / S𝑗, T𝑚, 𝐽%S𝑗, T𝑚, = 𝑚,ℏ / S𝑗, T𝑚,

𝑗是自然數或半整數，

𝐽"及𝐽%可以有共同的本徵態S𝑗, T𝑚,

𝑚, = −𝑗, −𝑗 + 1,⋯ 𝑗 − 1, 𝑗

𝐽 = 𝐿 + 𝑆

𝐽), 𝐽* = 𝐿) + 𝑆), 𝐿* + 𝑆* = 𝐿), 𝐿* + 𝑆), 𝑆* = 𝑖ℏ𝐿% + 𝑖ℏ𝑆% = 𝑖ℏ𝐽%

𝐽), 𝐽* = 𝑖ℏ𝐽%

𝐽", 𝐽+ = 0因此角動量的性質𝐽都滿足，例如：

總角動量，依舊滿足角動量應該滿足的對易關係，



𝑗 = 0

𝑗 =
1
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3
2

𝑗 = 1
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3
2 ,−

3
2

整數𝑗的本徵態有奇數個。

半整數𝑗的本徵態有偶數個。

二維

三維

𝑚, = −𝑗, −𝑗 + 1,⋯ 𝑗 − 1, 𝑗



𝐽%, 𝐿" = 0

同理𝑆"也與𝐽+對易：

𝐿%, 𝐿" = 𝑆%, 𝐿" = 0

𝐽%, 𝑆" = 0

𝐽", 𝐿" = 0

𝐽", 𝑆" = 0

𝐽%, 𝐿" = 0

同理𝑆"也與𝐽),*對易：

𝐽%, 𝑆" = 0

𝐽),*, 𝐿" = 0

𝐽),*, 𝑆" = 0

因此 𝐽", 𝐽%, 𝐿", 𝑆"組成一組彼此全部對易的算子，因此可以有共同本徵態S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑚 。

奇妙的是：總角動量大小與總𝑧方向角動量，
竟與軌道角動量大小、及自旋大小對易！

𝐽", 𝐿% ≠ 0

𝐽" ⊃ 𝐿)" + 𝑆)"，與𝐿%, 𝑆%很明顯不對易！

S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑚 ≠ | ⟩𝑙, 𝑚, 𝑠, 𝑠%

𝐽", 𝑆% ≠ 0

因此 𝐽", 𝐽%與𝐿%, 𝑆%不會有共同本徵態。



𝐽%, 𝐿" = 0

同理𝑆"也與𝐽+對易：

𝐿%, 𝐿" = 𝑆%, 𝐿" = 0

𝐽%, 𝑆" = 0

𝐽%, 𝐽" = 0而且已知：

因此𝐽+是與 𝑆 / 𝐿對易的， 𝐽%, 𝑆 / 𝐿 = 0

可以證明：𝐽%及𝐽"與𝑆 / 𝐿都對易。 𝑆 / 𝐿 =
1
2
𝐽" −

1
2
𝐿" −

1
2
𝑆"

𝐽", 𝑆 / 𝐿 = 0因此可以確認：

因此𝐽+是與 𝑆 / 𝐿對易的， 𝐽%, 𝑆 / 𝐿 = 0

而且𝐽),*也是與 𝑆 / 𝐿對易的： 𝐽),*, 𝑆 / 𝐿 = 0



加了微擾後，自然應該選擇S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑚 為微擾零階項，取代| ⟩𝑙, 𝑚, 𝑠, 𝑠% 。

確定𝑅&' 𝑟 S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑚 是正確微擾零階項！就可直接計算能量一階修正Energy Shift.

𝐻#~𝑆 / 𝐿矩陣元取在兩個S T𝑗, 𝑚, 間，矩陣會是對角的。滿足正確微擾零階項的條件。

𝐽%及𝐽"與微擾的𝑆 / 𝐿對易，就與完整的能量𝐻對易。可以有共同本徵態。

因此 𝐽", 𝐽%, 𝐿", 𝑆"每一個算子都與完整的能量𝐻對易。

S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑚 就是真實的能量本徵態的角度部分！

對易

𝑆 / 𝐿



| ⟩𝑚 = 1, 𝑠% =↑ ＝ F G𝑗 =
3
2
,𝑚, =

3
2

在我們討論的六維空間狀態，可能的𝑗值是哪些呢？ | ⟩1, ↑↓| ⟩0, ↑↓ | ⟩−1, ↑↓

𝑚, = 𝑚% + 𝑠%

𝐽% = 𝐿% + 𝑆% 因此z方向總角動量等於z方向軌道角動量加z方向自旋。

| ⟩1, ↑ 這個狀態的𝑚, =
$
"
，在此空間中已經沒有𝑚,更大的狀態了，

這洽是Y G𝑗 = $
"
, 𝑚, =

$
"
特有的性質。

因此

這表示總Raising Operator 𝐽.作用在| ⟩1, ↑ ，無法再升，只能等於零！

𝐽" 𝐽#

𝐽"

正確的零次項S T𝑗, 𝑚, 與原來預期的| ⟩𝑚%, 𝑠% 是處在同一線性空間，兩者都是基底。

在這個特例，新舊選擇一致。

𝐽.| ⟩1, ↑ = 0

S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑚 ≠ | ⟩𝑙, 𝑚, 𝑠, 𝑠%

因此S T𝑗, 𝑚, 是| ⟩𝑚%, 𝑠% 的線性組合。



這與| ⟩𝑚%, 𝑠% 維度六，剛好差2。得補上一個維度2的新S T𝑗, 𝑚, 空間。

結論：S T𝑗, 𝑚, 包含𝑗 = 𝑙 − #
"
= #

"
、 𝑙 + #

"
= $

"
兩個可能。

而𝑗 = $
"
的其他狀態，𝑚, =

$
"
, #
"
, − #

"
, − $

"
，自然也得在空間中，𝑗 = $

"
維度是四。

唯一維度是2的可能新空間就是𝑗 = #
"
。因此𝑗還可以是#

"
。

𝐽" 𝐽#

𝐽"



對特定的𝑙，對應的𝑗的範圍為何呢？

又已知Y G𝑙, 𝑚%,
#
"
, 𝑠% 的空間維度是 2𝑙 + 1 / 2 = 4𝑙 + 2，兩者差2𝑙。

也就是𝑗 = 𝑙 + #
"
的空間維度是2𝑙 + 2。

𝑗 = 𝑙 + #
"
向下降1即是𝑗 = 𝑙 − #

"
，空間維度正好是2𝑙。

𝑚, = 𝑚% + 𝑠%

已知Y G𝑙, 𝑚% = 𝑙, #
"
, 𝑠% =

#
"
這個狀態𝑚, = 𝑙 + #

"
。

注意在Y G𝑙, 𝑚%,
#
"
, 𝑠% 展開的空間中沒有𝑚,更大的狀態了，

大膽猜想：Y G𝑙, 𝑚%,
#
"
, 𝑠% 所對應的Y G𝑗, 𝑚, , 𝑙,

#
"
包含𝑗 = 𝑙 − #

"
、 𝑙 + #

"
兩個可能。

它只能是𝑗 = 𝑙 + #
"
中，𝑚, = 𝑗的狀態。這是Raising Z𝐽.作用上去得到零的態！

已知𝑗 = 𝑙 + #
"
的態，𝑚, = 𝑙 + #

"
, 𝑙 − #

"
,⋯− 𝑙 − #

"
，有2 𝑙 + 1/2 + 1 = 2𝑙 + 2選擇。

因此𝑗可以是𝑙 + #
"
。

補充



F G
3
2
,
3
2

= | ⟩1, ↑

F G
3
2
, −
3
2

= | ⟩−1, ↓

F G
3
2
,
1
2

=
1
3
| ⟩1, ↓ +

2
3
| ⟩0, ↑

F G
1
2
,
1
2

= −
2
3
| ⟩1, ↓ +

1
3
| ⟩0, ↑

F G
3
2
, −
1
2

=
1
3
| ⟩−1, ↑ +

2
3
| ⟩0, ↓

F G
1
2
, −
1
2

= −
2
3
| ⟩0, ↓ +

1
3
| ⟩−1, ↑

F G
3
2
,
1
2

= 𝐽/ F G
3
2
,
3
2

= 𝐿/ + 𝑆/ | ⟩1, ↑

S T𝑗, 𝑚, 可以表示為| ⟩𝑚%, 𝑠% 的線性組合。

= 𝐿/| ⟩1 / | ⟩↑ + 𝑆/| ⟩↑ / | ⟩1

=
2
3
| ⟩0, ↑ +

1
3
| ⟩1, ↓



對LS coupling作微擾計算，

S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑠 才是正確的零階態！𝜆 → 0時，真實本徵態會趨近S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑠 ！

𝑆 / 𝐿S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑠 =
1
2
𝐽" −

1
2
𝐿" −

1
2
𝑆" S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑠

一階能量修正𝐸,
(#)
就正比於𝑆 / 𝐿在正確零階態的本徵值。

事實上S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑠 就是𝑆 / 𝐿的本徵態！

=
ℏ"

2
𝑗 𝑗 + 1 − 𝑙 𝑙 + 1 − 𝑠 𝑠 + 1 S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑠



𝑆 / 𝐿S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑠 =
ℏ"

2
𝑗 𝑗 + 1 − 𝑙 𝑙 + 1 − 𝑠 𝑠 + 1 S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑠

𝑗 = 1/2

𝑆 / 𝐿 F G
1
2
,𝑚, =

ℏ"

2
1
2

3
2
− 2 −

3
4
F G
1
2
,𝑚, = −ℏ" F G

1
2
,𝑚,

𝑆 / 𝐿 F G
3
2
,𝑚, =

ℏ"

2
3
2

5
2
− 2 −

3
4
F G
3
2
,𝑚, =

ℏ"

2
F G
3
2
,𝑚,

𝑗 = 3/2

𝐸#/"
(#) ∝ 1

2 ,𝑚, 𝑆 / 𝐿
1
2 ,𝑚, / \ 𝑟"𝑑𝑟

1
𝑟$

𝑅"# 𝑟 " ∝ −ℏ" / \ 𝑟"𝑑𝑟
1
𝑟$

𝑅"# 𝑟 "

𝐸$/"
(#) ∝ 3

2 ,𝑚, 𝑆 / 𝐿
3
2 ,𝑚, / \ 𝑟"𝑑𝑟

1
𝑟$

𝑅"# 𝑟 " ∝
ℏ"

2
/ \ 𝑟"𝑑𝑟

1
𝑟$

𝑅"# 𝑟 "

對於𝑛 = 2, 𝑙 = 1六個能態，能量修正完全由量子數𝑗決定。

\𝑟"𝑑𝑟
1
𝑟$

𝑅&' 𝑟 " =
1
𝑟$ 34

=
𝑍$

𝑎!$
2

𝑛$𝑙 𝑙 + 1 2𝑙 + 1



原來簡併的6個態| ⟩1,𝑚%, 1/2, 𝑠% 現在分裂

F G
1
2
,𝑚,

𝑙 = 1, 2𝑝

F G
3
2
,𝑚,

為兩群4個態S T𝑗 = 3/2,𝑚, , 1,1/2 2,及2個態S T𝑗 = 1/2,𝑚, , 1,1/2

𝑚, = ±
3
2
,±
1
2

𝑚, = ±
1
2

在此𝑗較大的的能態，能量較高。

𝐸#/"
(#) ∝ −ℏ"

𝐸$/"
(#) ∝

ℏ"

2

𝑙 = 1, 𝑙! = ±1,0, 𝑠! = ±1/2

𝑛 = 2
𝜆 ,𝐻" ∝ 𝑆 1 𝐿

+ ,
3
2 ,𝑚$

+ ,
1
2 ,𝑚$



原來簡併的2個態| ⟩0,𝑚%, 1/2, 𝑠%𝑙 = 0, 2𝑠

𝑆 / 𝐿 F G
1
2
,𝑚, =

ℏ"

2
0 F G
1
2
,𝑚, = 0

對應2個態S T𝑗 = 1/2,𝑚, , 0,1/2

𝑙 = 1, 𝑙! = ±1,0, 𝑠! = ±1/2

𝑙 = 0, 𝑙! = 0, 𝑠! = ±1/2

沒有一階修正：

本徵值
ℏ"

2
𝑙

注意S T𝑗, 𝑚, , 𝑙, 𝑠 才是正確標注能態的方式！一般會用 𝑛𝑙,表示！



微擾大約萬分之一到千分之一。





任意兩個角動量相加的通則：



𝑆 = 𝑆# + 𝑆"

兩個電子的自旋狀態是一個四維空間。

4正好等於3(𝑆 = 1的態的維度)加1(𝑆 = 0的態的維度)。

我們也可以總自旋𝑆", 𝑆%的本徵態做基底

特別有用的是兩個自旋角動量的相加。例如兩顆電子的總自旋。

很明顯可以以個別電子的𝑆#%, 𝑆"%的本徵態為基底： | ⟩↑↑ 、| ⟩↓↑ 、| ⟩↑↓ 、| ⟩↓↓ 。

| ⟩𝑆 = 0, 𝑆% = 0

| ⟩𝑆 = 1, 𝑆% = 1

| ⟩𝑆 = 1, 𝑆% = 0

| ⟩𝑆 = 1, 𝑆% = −1

兩組基底互為線性組合：

| ⟩0,0 =
1
2
| ⟩↓↑ − | ⟩↑↓

| ⟩1,1 = | ⟩↑↑

| ⟩1, −1 = | ⟩↓↓

| ⟩10 =
1
2
| ⟩↓↑ + | ⟩↑↓



| ⟩𝑠 = 1,𝑚5 = 1 = | ⟩1,1 = | ⟩↑↑

𝑆 = 𝑆# + 𝑆"

| ⟩𝑠 = 1,𝑚5 = −1 = | ⟩1, −1 = | ⟩↓↓

總自旋𝑆%最大的態是| ⟩↑↑

這樣無法再以𝑆.昇𝑆%的態，若它的𝑚5 = 1，則𝑠 = 1。

𝑆% = 𝑆#% + 𝑆"%

𝑚5 =
1
2
+
1
2
= 1

𝑆", 𝑆%的本徵態| ⟩𝑠, 𝑚5 是| ⟩↑↑ , | ⟩↑↓ , | ⟩↓↑ ,| ⟩↓↓ 的線性組合：

Raising operators 𝑆.作用於| ⟩↑↑ 應該無法再增加𝑆%。

𝑆.| ⟩↑↑ = 0

𝑆/𝑆. = 𝑆) − 𝑖𝑆* 𝑆) + 𝑖𝑆* = 𝑆)" + 𝑆*" + 𝑖 𝑆), 𝑆* = 𝑆" − 𝑆%" − ℏ𝑆%

左手邊作用於| ⟩↑↑ 為零，因此：

𝑆"| ⟩↑↑ = 𝑆%" + ℏ𝑆% | ⟩↑↑ = 1 1 + 1 ℏ| ⟩↑↑

𝑠也可以直接算：

𝑠 = 1

補充推導：



| ⟩1,0 = 𝑆/| ⟩1,1 = 𝑆#/ + 𝑆"/ | ⟩↑↑

= 𝑆#/| ⟩↑↑ + 𝑆"/| ⟩↑↑ =
1
2
| ⟩↓↑ + | ⟩↑↓

而與| ⟩1,0 正交的狀態即是| ⟩0,0 ：

| ⟩0,0 =
1
2
| ⟩↓↑ − | ⟩↑↓

接著可以用Lowering, Raising operators 𝑆±，來從| ⟩1,1 得到| ⟩1,0 。

𝑆/| ⟩0,0 =
1
2
𝑆/ | ⟩↓↑ − | ⟩↑↓ = 0

𝑆.| ⟩0,0 =
1
2
𝑆. | ⟩↓↑ − | ⟩↑↓ = 0

可以驗證：

唯一無法昇也無法降𝑆%的態即是| ⟩0,0 。



與SL coupling大小接近的，還有另一個相對論效應：

相對論能量不再是𝑝"/2𝑚。

𝐸 = 𝑚"𝑐7 + 𝑝"𝑐" = 𝑚𝑐" 1 +
𝑝"

𝑚"𝑐"

#/"

電子速度不大時，此式可以對
8#

(#9#
展開：

𝐸~𝑚𝑐" +
𝑝"

2𝑚
−

𝑝" "

8𝑚$𝑐"

2𝐻! =
�̂�"

2𝑚
−

𝑒"

4𝜋𝜀!𝑟

應用於氫原子中的電子：

𝜆 2𝐻# =
𝑒"

4𝜋𝜀!
1

2𝑚"𝑐"
𝑆 / 𝐿
𝑟$

−
𝑝" "

8𝑚$𝑐"

這兩項幾乎就是所有的、領先的相對論效應。



注意結果只與軌道角動量量子數𝑙有關！



𝐸"
𝛼"

12
− 𝐸"

7𝛼"

48
= − 𝐸"

𝛼"

16

− 𝐸"
𝛼"

6
− 𝐸"

7𝛼"

48
= − 𝐸"

5𝛼"

16

| ⟩𝑗 = 3/2 , 2𝑝$/"

Y ⟩𝑗 = 1/2 , 2𝑝#/"

':#
− 𝐸"

7𝛼"

48

':!
− 𝐸"

13𝛼"

16
+ 𝐸"

𝛼"

2
= − 𝐸"

5𝛼"

16

e G𝑗 =
1
2
, 𝑙 = 0 , 2𝑠#/" 0 − 𝐸"

5𝛼"

16
= − 𝐸"

5𝛼"

16

總相對論修正只與𝑗有關！

Darwin Term

總相對論修正：SL+動能修正






