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6.1 Stationary States

Stationary states are a class of simple and useful solutions of the
Schrodinger equation. They give us intuition and help us build up general
solutions of this equation. Stationary states have time dependence, but this
dependence i1s so simple that in such states observables are in fact time
independent. For the case of a particle moving in a potential, stationary
states exist 1f the potential 1s time independent.
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While a stationary state wave function W(x, 7) = e Zhy(x) depends on
time, 1t 1s physically time independent. This 1s, in fact, the content of

observation (1) above; no expectation value shows time dependence. We
can see this time independence more conceptually as follows. Consider the
stationary state at time 7 and at time 7 + 7,, with 7, some arbitrary constant
time. We see that

W(x, t+ to) = e PO/ Ty, (xy = e~ Hlo/Toy (x, 1), (6.1.22)

Since the stationary-state wave functions at 7 and at 7 + 7, differ by an
overall constant phase, they are physically equivalent, they are the same
state. The phase 1s a constant because it has no 7 or x dependence. We have
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Time-Independent Schrodinger Wave Equation
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Quantization as an Eigenvalue Problem 1926
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3. Quantisierung als Eigenwertproblem;
von H., Schrodinger.
(Erste Mitteilung.)

§ 1. In dieser Mitteilung méchte ich zuniichst an dem ein-
fachsten Fall des (nichtrelativistischen und ungestorten) Wasser-
stoffatoms zeigen, daf die iibliche Quantisierungsvorschrift sich
durch eine andere Forderung ersetzen 1iBt, in der kein Wort
von ,ganzen Zahlen® mehr vorkommt. Vielmehr ergibt sich
die Ganzzahligkeit auf dieselbe natiirliche Art, wie etwa die
Ganzzahligkeit der Knotenzahl einer schwingenden Saite. Die
neue Auffassung ist verallgemeinerungsfihig und rithrt, wie ich
glaube, sehr tief an das wahre Wesen der Quantenvorschriften.

Die iibliche Form der letzteren kniipft an die Hamil-
tonsche partielle Differentialgleichung an:

1) #(g, 55)=E .
Es wird von dieser Gleichung eine Losung gesucht, welche
gich darstellt als Summe von Funktionen je einer einzigen der
unabhiingigen Variablen g.

Wir fihren nun fiir § eine neue unbekannte 1y ein derart,
daB 1 als ein Produké von eingriffigen Funktionen der einzelnen
Koordinaten erscheinen wiirde. D.h. wir setzen

Die Konstante X mub aus dimensionellen Griinden eingefiihrt

werden, sie hat die Dimension einer #irkung. Damit erhilt man
, - K dy)\ _ 7

Wir suchen nun nickt eine Lissung der Gleichung (1), sondern



Wir werden fiir # zuniichst die Hamiltonsche Funktion
der Keplerbewegung nehmen und zeigen, daB die aufgestellte
Forderung fiir alle positiven, aber nur fiir eine diskrete Schar
von megativen FE-Werten. erfiillbar ist. D. h, das genannte
Variationsproblem hat ein diskretes und ein kontinuierliches
Kigenwertspektrum. Das diskrete Spekirum enfspricht den
Balmerschen Termen, das kontinuierliche den Energien der
Hyperbelbahnen, Damit numerische Ubereinstimmung hestehe,
mub X den Wert %2/2% erhalten.

Da fir die Aufstellung der Vanatlonsvlemhungen die
Koordinatenwahl belanglos ist, wihlen wir rechtwinkelige kar-
tesische. Dann lautet (1°) in unserem Fall (¢, m sind Ladung
und Masse des Elektrons): |

o [ @2+ @)+ BT - )wmo.
r=Va4y2422.
Und unser Variationsproblem lautet

(3) { 0 = afffdxdydz[(_g%)z_!_ (g_;f)s'i‘ (_g%)zh
_m(ﬁ’q_ )¢2]=0’ _

das Integral erstreckt iiber den gamzen Raum. Man findet
daraus in gewohnter Weise -

" | V16J—fdf5¢ —fffdzdydz3¢[4w+
| l +~K_’(E+"F)‘P]=O-

Schrodinger Equation

Es muB also erstens | - .
(8) , qu—]_—%(lf}-}- e—)y;:O

r
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Figure 6-24 A qualitative indication of how an approximation to a square well potential
results from superimposing the potentials acting on a conduction electron in a metal. The
potentials are due to the closely spaced positive ions in the metal.
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