
水面波





地震波



聲波



將一條緊拉的弦，在垂直方向移動作一個脈衝。

擾動會在空間中傳播！

以上這些現象顯然是完全不同的物理系統！

但其現象卻有極類似之處，因此都稱為波！



水波即是水面的擾動在空間中的傳播



波動：介質擾動在空間中的傳播，此傳播可以傳遞能量。

正弦波

脈衝波

Haliday simulation 16-1



要在介質中製造擾動，波源必須作功，

擾動傳到遠方後在當地可以作功，

因此波動的現象，基本上是能量在空間中的傳播。



波有一個很重要的特性：擾動的波型在空間中傳播！波型是不變的。



但介質只在原地振盪！



但介質只在原地振盪，並不隨波型傳播。

波有兩個特徵方向： 波傳播的方向 介質擾動的方向

兩者垂直為橫波 兩者平行為縱波

介質的擾動，以波型來代表，在空間中傳播。



彈簧可以產生橫波

有彈性的固體介質同時有縱波與橫波：



彈簧也可以產生縱波





固體在扭曲及壓縮拉長時都會有回復原狀的的彈性，因此同時會有橫波及縱波。

地球的震波同時有縱波與橫波。

液體則沒有橫波。

扭曲

拉長



S wave  橫波



P wave 縱波



P 波波速約1.5-8 km/s  S波波速約是其 60%-70%

由時間差即可計算出震源的距離：

𝑠
𝑣!
−
𝑠
𝑣"

= Δ𝑡





液體的地心無法產生橫波 S wave



海浪



所有的波都滿足一樣的波動方程式：

因此在數學上，解是一樣的！

這與簡諧運動類似！

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
1
𝑣#
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

𝑑!𝑥
𝑑𝑡!

= −𝜔!𝑥

𝑥 = 𝑥" cos 𝜔𝑡 + 𝜙



波函數 Wave function：描述介質的擾動的物理量

這是平衡位置為𝑥的粒子在時間為𝑡時的垂直位移。

我們將以弦波為例來討論：

討論波的現象需要一個新的物理量：

𝑦 𝑥, 𝑡



弦其實就是一系列的粒子！

弦可以用一個粒子系統來近似！

想像把弦切成一系列的小段，每一段近似可以看成一個粒子

最後再將切的段數趨近無限大，段長趨近無限小。

波函數其實不是新東西：



r

粒子以位置的時間函數來描述

粒子系統以一系列位置的時間函數來描述

𝑟 𝑡

𝑟$ 𝑡 ,  𝑖 = 1,2,⋯𝑁



當粒子的間隔趨近無限小，離散足標趨近連續變數：

波函數 Wave Function

粒子排列整齊，編號自然是根據平衡時的水平位置最自然：

所有波動的資訊都在這一函數！

構成弦的粒子的運動是沿垂直於弦的方向！

平衡位置為	𝑥 的粒子，在時間為 𝑡 時的垂直位移。

𝑟$ 𝑡 → 𝑦$ 𝑡 ,  𝑖 = 1,2,⋯𝑁

𝑖~𝑥

𝑖 → 𝑥

𝑦$ 𝑡 → 𝑦 𝑥, 𝑡



r

粒子以位置的時間函數來描述

粒子系統以一系列的位置的時間函數來描述

波動系統以一個時間與空間座標的函數：波函數來描述

𝑟 𝑡

𝑟$ 𝑡 ,  𝑖 = 1,2,⋯𝑁

𝑦 𝑥, 𝑡



水波的波函數： 𝑧 𝑥, 𝑦, 𝑡

平衡位置為	𝑥, 𝑦 的水面，在時間為 𝑡 時的垂直位移或高度差𝑧。



彈簧縱波的波函數： ∆𝑥 𝑥, 𝑡

平衡位置為	𝑥 處的彈簧，在時間為 𝑡 時沿𝑥方向的位移∆𝑥。



),( txs波函數 以	𝑥 為平衡點的氣體分子，在時間	𝑡時的位移： ∆𝑥或𝑠。

),(   txsxt +時，分子的位置為時間為

聲波的波函數



波函數可以是水平位移，直接但難測，以壓力表示時測量較為容易！

),( txs波函數

),( txPD波函數



波函數：描述介質的擾動的物理量

但它是一個多變數函數，與粒子的單變數函數位置𝑥 𝑡 在數學上不同！

平衡位置為𝑥的粒子在時間為𝑡時的垂直位移。

𝑦 𝑥, 𝑡



固定𝑡	 = 	 𝑡%，𝑦 𝑥, 𝑡 → 𝑦 𝑥, 𝑡% ，波函數成為一個𝑥的單變數函數。

𝑦 𝑥, 𝑡% 就是𝑡 = 𝑡0時的波形。

最方便的討論方式就是先固定一個變數，討論函數對另一變數的變化：

𝑦 𝑥, 𝑡

𝑦 𝑥, 𝑡%



如果𝑡0取一系列不同的值，

不變的波形，以定速在空間中移動。

𝑦 𝑥, 𝑡 → 𝑦 𝑥, 𝑡%



注意：𝑦 𝑥, 𝑡% 與𝑦 𝑥0 , 𝑡 似乎是同一個函數！

𝑦 𝑥, 𝑡% 就是 𝑡 = 𝑡0 時的波形。

𝑦 𝑥0 , 𝑡 就是平衡位置𝑥 = 𝑥0處粒子的運動。

將𝑦 𝑥, 𝑡 同時對兩個變數作圖：



𝑦 𝑥, 𝑡% 就是𝑡 = 𝑡0時的波形。

固定𝑥 = 𝑥0，𝑦 𝑥, 𝑡 → 𝑦 𝑥0	, 𝑡 ，波函數成為一個𝑡的單變數函數。

𝑦 𝑥0 , 𝑡 就是平衡位置𝑥 = 𝑥0處粒子的運動。

𝑦 𝑥, 𝑡

𝑦 𝑥, 𝑡%

𝑦 𝑥0	, 𝑡



利用這個觀察，波函數𝑦 𝑥, 𝑡 可以很簡單的解出來：

波動過程中，瞬間波形不變，波型位置以定速在空間中移動



在這個移動的觀察者看來，波型是靜止的，因此波函數與時間無關：

這個函數 f就是靜止時的波型函數！

找一個觀察者，隨著波型一起移動：

𝑣⃗

𝑣⃗𝑣⃗ 𝑣⃗

𝑣⃗𝑡

假設這個移動的觀察者所量到的位置為𝑥&。

𝑦 𝑥', 𝑡 = 𝑓 𝑥'



在移動的 𝑂' 看，波型靜止，波函數與時間無關

因此，由靜止的觀察者 𝑂 看

函數 f：靜止的波形

𝑣⃗𝑣⃗

𝑣⃗𝑡

這就是波函數𝑦 𝑥, 𝑡 的解。

而移動的觀察者所量到的位置𝑥&與靜止的觀察者所量到的位置𝑥有簡單的關係：

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡

𝑦 = 𝑓 𝑥'

𝑥' = 𝑥 − 𝑣𝑡



所以𝑦 𝑥, 𝑡% 與𝑦 𝑥0 , 𝑡 的確是同一個函數！

𝑦 𝑥, 𝑡% = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡%

𝑦 𝑥0 , 𝑡 = 𝑓 𝑥0− 𝑣𝑡



向 −𝑥移動的波，將	𝑣	以	– 𝑣	取代即可

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡



正弦波

瞬間波型是正弦函數，此波型有一個波長𝜆，波型在位置增加波長𝜆後會重覆！

定義角波數𝑘

𝑓 𝑥′ = 𝑦( sin
2𝜋
𝜆
𝑥′

𝑘 ≡
2𝜋
𝜆

sin
2𝜋
𝜆
𝑥′ = sin

2𝜋
𝜆
𝑥′ +

2𝜋
𝜆
𝜆

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥′ = 𝑦( sin 𝑘𝑥′ 𝑥′ = 𝑥 − 𝑣𝑡

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑦( sin 𝑘𝑥 − 𝑘𝑣𝑡 = 𝑦( sin 𝑘𝑥 − 𝜔𝑡 𝜔 = 𝑘𝑣



色散關係

瞬間波型如一週期性正弦函數

單點運動如簡諧運動

正弦波的波函數

角波數𝑘與波長𝜆

角頻率𝜔與頻率𝑓

頻率與波長不是獨立的

波型在位置增加波長𝜆後會重覆！

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑦( sin 𝑘𝑥 − 𝜔𝑡

𝑦 𝑥, 𝑡 = 0 = 𝑦( sin 𝑘𝑥

sin 𝑘𝑥 = sin 𝑘𝑥 + 𝑘𝜆

𝑘 =
2𝜋
𝜆

𝑘𝜆 = 2𝜋

𝑦 𝑥 = 0, 𝑡 = −𝑦( sin 𝜔𝑡

𝜔 = 2𝜋𝑓 =
2𝜋
𝑇

𝜔 = 𝑘𝑣
𝜔
𝑘
= 𝑓𝜆 = 𝑣





正弦波可以由一簡諧震盪器連在介質上產生

每一弦段皆作簡諧運動，𝜔即是振動的角頻率。

觀察在任意	𝑥	 = 	 𝑥%	處的弦段的運動：

各段的簡諧運動是彼此高度協調的，其相常數必須與位置成正比：𝜙 = 𝑘𝑥%。

𝑦 𝑥%, 𝑡 = −𝑦( sin 𝜔𝑡 − 𝑘𝑥%





利用這個觀察，我們解出了波函數𝑦 𝑥, 𝑡 ：

波動過程中，瞬間波形不變，波型位置以定速在空間中移動

我們如何確定我們的觀察是正確的？

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡



畢竟弦只是一個粒子系統的連續極限！

每一個粒子都滿足牛頓運動定律！

粒子的牛頓運動定律可不可以證實我們的觀察？



我們可以利用波函數來計算弦的運動狀態相關的物理量：

這個單變數函數的微分就是粒子的垂直速度！

固定一個變數，對另一個變數微分！偏微分 Partial Differentiation

固定 x = x0 x = x0 處粒子的運動

𝑣 𝑥 = 𝑥% =
𝑑
𝑑𝑡

𝑦 𝑥%, 𝑡

𝜕𝑦
𝜕𝑡

𝑥%, 𝑡 =
𝑑
𝑑𝑡

𝑦 𝑥%, 𝑡

這樣的計算可以在任何一個𝑥%定義，因此我們可以定義一個偏微分函數

𝜕𝑦
𝜕𝑡

𝑥%, 𝑡 →
𝜕𝑦
𝜕𝑡

𝑥, 𝑡

𝑦 𝑥, 𝑡 → 𝑦 𝑥%, 𝑡



時的垂直速度處：在 txtx
t
y ),(
¶
¶

：垂直加速度),(2
2

tx
t
y

¶
¶

：瞬間波型的斜率),( tx
x
y
¶
¶

的變化率：波型斜率隨 xtx
x
y ),(2
2

¶
¶

偏微分：由一個多變數函數得到另一個多變數函數的運算

固定一個變數 x（視為常數），對另一個變數 t微分

固定一個變數 t（視為常數），對另一個變數 x微分

𝜕𝑦
𝜕𝑡

𝑦 𝑥, 𝑡% 是瞬間的波型。

𝜕𝑦
𝜕𝑡

𝑥, 𝑡

𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

𝑥, 𝑡

𝜕𝑦
𝜕𝑥

𝑥, 𝑡

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

𝑥, 𝑡

𝜕𝑦
𝜕𝑥

𝑥, 𝑡% =
𝑑
𝑑𝑥

𝑦 𝑥, 𝑡% →
𝜕𝑦
𝜕𝑥

𝑥, 𝑡



( ) 垂直速度®±±=
¶
¶ tkxy
t
y

m ww cos

垂直加速度®±-=
¶
¶ )sin(2

2

2

tkxy
t
y

m ww

( ) 波型的斜率®±=
¶
¶ tkxky
x
y

m wcos

固定一個變數 x（視為常數），
對另一個變數 t微分

固定一個變數 t（視為常數），
對另一個變數 x微分

以正弦波為例：

𝜕𝑦
𝜕𝑡

≡
𝑑
𝑑𝑡

𝑦 𝑥%, 𝑡 =
𝑑
𝑑𝑡

𝑦( sin 𝑘𝑥% ± 𝜔𝑡

=
𝑑 𝑦( sin 𝑘𝑥% ± 𝜔𝑡

𝑑 𝑘𝑥% ± 𝜔𝑡
J
𝑑 𝑘𝑥% ± 𝜔𝑡

𝑑𝑡

= 𝑦( cos 𝑘𝑥% − 𝜔𝑡 J ±𝜔 = ±𝜔𝑦( cos 𝑘𝑥% − 𝜔𝑡

𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

= −𝜔#𝑦( sin 𝑘𝑥 ± 𝜔𝑡

𝜕𝑦
𝜕𝑡

= ±𝜔𝑦( cos 𝑘𝑥 ± 𝜔𝑡

𝜕𝑦
𝜕𝑥

= 𝑘𝑦( cos 𝑘𝑥 ± 𝜔𝑡

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

= −𝑘#𝑦( sin 𝑘𝑥 ± 𝜔𝑡

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑦( sin 𝑘𝑥 ± 𝜔𝑡



正弦波波函數的二次時間偏微分與二次空間偏微分成正比！

比例常數與頻率及傳播方向無關！

此式對任何頻率的正弦波及其疊加都正確！

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
1
𝑣#
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
𝑘#

𝜔#
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

= −𝜔#𝑦( sin 𝑘𝑥 ± 𝜔𝑡

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

= −𝑘#𝑦( sin 𝑘𝑥 ± 𝜔𝑡

𝑘# =
1
𝑣#
𝜔#

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
1
𝑣#
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#



這是一個所有正弦波及其疊加都滿足的方程式！

它是不是適用於所有的弦波？

現在開始由弦所滿足的物理定律出發，來討論波了。

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
1
𝑣#
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#



畢竟弦只是一個粒子系統的連續極限！

每一個粒子都滿足牛頓運動定律！



弦必須拉緊才能產生弦波！



T

弦的張力 T 是重要要素



弦的組成元素只有垂直運動：

將牛頓定律用在一小段弦上

一小段弦的垂直受力，等於垂直加速度





因為弦段在水平方向不動

弦段來自兩邊受力的水平分量抵消，

若波幅度不大，此力的水平分量，

就等於弦無波時的張力 𝜏！



𝜏
𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

J ∆𝑥 = 𝜇∆𝑥 J
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

𝐹#) − 𝐹*) = 𝜏 tan 𝜃 𝑥 + ∆𝑥 − 𝜏 tan 𝜃 𝑥 ~𝜏 J
𝜕𝑦
𝜕𝑥

𝑥 + ∆𝑥, 𝑡 −
𝜕𝑦
𝜕𝑥

𝑥, 𝑡 = 𝜏 J
𝜕
𝜕𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝑥

J ∆𝑥

),(tan tx
x
y
¶
¶

=q
垂直總受力

一小段弦的垂直受力必須等於垂直加速度！

質量
垂直加速度

來自左端垂直受力：

斜率隨 x座標之變化率

x 座標變化

右端垂直受力： 𝐹#) = 𝜏 J tan 𝜃 𝑥 + ∆𝑥𝐹*) = 𝜏 J tan 𝜃 𝑥

斜率隨 x座標之變化

t

t

𝜃 𝑥

𝜃 𝑥 + ∆𝑥

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
𝜇
𝜏
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#



t=F

ya

一小段弦的垂直受力必須等於垂直加速度！

𝜏
𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

J ∆𝑥 = 𝜇∆𝑥 J
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
𝜇
𝜏
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

𝐹#) − 𝐹*) = 𝜏 tan 𝜃 + 𝑑𝜃 − 𝜏 tan 𝜃 ~𝜏 J
𝜕𝑦
𝜕𝑥

𝑥 + ∆𝑥, 𝑡 −
𝜕𝑦
𝜕𝑥

𝑥, 𝑡 = 𝜏 J
𝜕
𝜕𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝑥

J ∆𝑥

t=F

𝜃 + 𝑑𝜃

𝜃



地震波的橫波也是非常相似的機制：

扭曲

𝐹 ∝
∆𝐿
𝐿
~ tan 𝜃 𝑥



波方程式 Wave Equation

所有波動現象滿足的運動方程式

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
𝜇
𝜏
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
𝜇
𝜏
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

=
1
𝑣#
𝜕#𝑦
𝜕𝑡# 𝑣 =

𝜏
𝜇

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
1
𝑣#
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#



弦整體波函數所滿足的牛頓運動方程式就是波方程式

以下證明：這個方程式的解：

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
1
𝑣#
𝜕#𝑦
𝜕𝑡# 𝑣 =

𝜏
𝜇

𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡



波速真的是常數

固定 𝑡

固定 x

𝜕𝑦
𝜕𝑥

=
𝑑𝑓
𝑑𝑥′

J
𝑑𝑥+

𝑑𝑥
=
𝑑𝑓
𝑑𝑥′

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
𝑑
𝑑𝑥

𝑑𝑓
𝑑𝑥′

=
𝑑𝑥+

𝑑𝑥
J
𝑑
𝑑𝑥′

𝑑𝑓
𝑑𝑥′

=
𝑑#𝑓
𝑑𝑥′#

𝜕𝑦
𝜕𝑡

=
𝑑𝑓
𝑑𝑥′

J
𝑑𝑥+

𝑑𝑡
=
𝑑𝑓
𝑑𝑥′

J −𝑣

𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

=
𝑑
𝑑𝑡
𝑑𝑓
𝑑𝑥′

J −𝑣 =
𝑑𝑥+

𝑑𝑡
J
𝑑
𝑑𝑥′

𝑑𝑓
𝑑𝑥′

J −𝑣 =
𝑑#𝑓
𝑑𝑥′#

J −𝑣 #

波方程式

代入我們猜出來的波動解：

我們猜出來的波動解的確是波方程式的解！

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
𝜇
𝜏
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 = 𝑓 𝑥′ 𝑥+ = 𝑥 − 𝑣𝑡

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
1
𝑣#
𝜕#𝑦
𝜕𝑡# 𝑣 =

𝜏
𝜇



此解的意義就是：波以函數 𝑓 的波型，以常數波速 𝑣 傳播，傳播的過程波型不變。

現在這個日常熟知的結果是正式由運動方程式推導出來。

𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡

𝑥 − 𝑣𝑡有一個簡單的意義：就是以速度𝑣移動的觀察者所量到的位置𝑥′。

𝑥′ = 𝑥 − 𝑣𝑡

𝑣⃗𝑣⃗

𝑣⃗𝑡

𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 = 𝑓 𝑥′ 與時間無關，對移動觀察者來說，波型不變，波是靜止的！

𝑥⃗′



圖中波的頂峰：三組(x,t)： (0,0), (3,1), (6,2)的 𝑥 − 𝑣𝑡值是相等的

所以這些位置在此時間的波函數即垂直位移是相等的！

變數𝑥 − 𝑣𝑡值時相等則波函數值𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 相等

維持𝑥 − 𝑣𝑡值相等的位置𝑥，隨時間𝑡增加，而以變化率𝑣線性增加！

因此維持波函數值相等的空間位置都會以同一速度移動。

這就是：波動過程，波形不變，以定速在空間中移動。

𝑣 = 3m/s

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡

也就是波的頂峰的空間位置是以定速𝑣 = 3m/s移動的！



製造出相同 𝑥'的 𝑥, 𝑡 組合一定對應相等的垂直位移 𝑦。
而製造出相同𝑥'的 𝑥, 𝑡 組合正是等速移動的時空座標。

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡

𝑥 − 𝑣𝑡 = constant

𝑥′ = 𝑥 − 𝑣𝑡
𝑥

𝑡

𝑓
𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡

𝑦 𝑥, 𝑡



固定 𝑡 = 0 𝑡 = 0時的波形

固定 𝑥 = 0

𝑦

𝑥

𝑥 = 0處粒子的運動

𝑣𝑡

𝑦

𝑓	的物理意義𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡

𝑦 𝑥, 𝑡 → 𝑦 0, 𝑡 = 𝑓 −𝑣𝑡

𝑦 𝑥, 𝑡 → 𝑦 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥



波函數𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 在固定時間及固定位置後，得到同一個函數𝑓	！

𝑓(𝑥)

𝑓(−𝑣𝑡)



𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
1
𝑣#
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

代入𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡 亦可

這代表向左傳播的波。



弦波的波函數的最普遍解：

這兩個未知的單變數函數是由起始條件決定：

起始的弦位移，起始的弦垂直方向速度。

而	 𝑓 (𝑥)（𝑔 (𝑥)）	即為向右（左）傳播的波的瞬間波型

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡



它的唯一解是由所有粒子的初位置及初速度兩個起始條件完全決定。

在此這就對應：起始的弦位移 𝑦 𝑥, 0 ，起始的弦垂直方向速度 ,)
,-

𝑥, 0 。

)'(),'()0,(,)0,( xgxfx
t
yxy Û
¶
¶

波方程式其實是一群粒子的運動方程式。

由𝑓 𝑥′ 及𝑔 𝑥′ 正好可以給出這兩個函數：

因此𝑓 𝑥′ 及𝑔 𝑥′ 給出滿足方程式及起始條件的唯一解：

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡

𝑦 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥

𝜕𝑦
𝜕𝑡

𝑥, 0 = 𝑣 𝑓+ 𝑥 − 𝑔′ 𝑥

𝑦′ 𝑥, 0 = 𝑓′ 𝑥 + 𝑔′ 𝑥



波方程式

解：

波動的特徵皆來自此方程式：

波型以定速傳播

波型在傳播過程中不變形

疊加定律

在這些波函數的解之中，時間與空間並不獨立，而是連鎖在一起 x’，

對空間的偏微分與時間的偏微分基本上都是函數 f 對 x’的常微分

因此對空間的兩次偏微分與對時間的兩次偏微分成正比。

以上結果適用於任何滿足波方程式的波動現象！

𝜕#𝑦
𝜕𝑥#

=
1
𝑣#
𝜕#𝑦
𝜕𝑡#

𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡



疊加定理

®

兩個波方程式的解的和依舊是波方程式的解：

兩個分立的波重疊時，只要將兩個波函數相加即可。

y1+y2依舊是波方程式的解：

之後若又分立，原來重疊前的波型不變。

模擬（WaveForm-Impulse)

𝜕#𝑦*
𝜕𝑥#

=
1
𝑣#
𝜕#𝑦*
𝜕𝑡#

𝜕#𝑦#
𝜕𝑥#

=
1
𝑣#
𝜕#𝑦#
𝜕𝑡#

𝜕# 𝑦* + 𝑦#
𝜕𝑥#

=
1
𝑣#
𝜕# 𝑦* + 𝑦#

𝜕𝑡#



疊加定理

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡



疊加定理是干涉現象的基礎

到達屏幕的波是通過狹縫一的波與通過狹縫二的波的疊加。

𝑦 𝑟, 𝑡 = 𝑦* 𝑟, 𝑡 + 𝑦# 𝑟, 𝑡

疊加後你已無法分辨波是通過狹縫一還是二。
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如果弦所滿足的方程式不是波方程式：例如

不再是解)()( vtxgvtxf ++-

波速不再是定速

波型在傳播過程中會變形

疊加定律不成立

這是在振幅加大後
的弦運動方程式

非線性波動

)( fvv®



非線性波動
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y1+y2不再是波方程式的解：

兩個波疊加會產生新的波！



Frequency Doubling Crystal 





邊界的反射：多一個邊界條件

0),( == tLxy

0),( ==
¶
¶ tLx
x
y



設計在邊界以外有一假想波反向移入，使與真實波疊加後可以達成邊界條件。

若假想波與入射波左右對稱，上下顛倒，則固定點處的波函數將永遠為零。

當入射波通過固定點後離開邊界，假想波就成為反射波進入邊界之內。

反射波與入射波左右對稱，上下顛倒！

0),( == tLxy

𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡

就是弦上波方程式的最普遍解。

因此以上的設計滿足波方程式。

它又滿足起始條件與邊界條件。

因此知道它就是唯一解。



自由端的反射波與入射波左右對稱，上下不顛倒！

0),( ==
¶
¶ tLx
x
y

在自由端，繩的斜率為零！

注意兩波的斜率在邊界大小相等，符號相反。



邊界兩邊弦不一樣，波速不同

邊界會產生透射波與反射波。



困於兩邊界之間的波

能量無處傳播，因此不是波

不傳播而穩定的波，稱為駐波 Standing Wave。



而這個向 –x 傳播的波在左固定端，如果又反射形成向 +x傳播的波，

駐波能量不傳播，形成自給自足的穩定振盪狀態，這可以達成嗎？

為了能穩定，波函數必須滿足邊界條件：

一個向 +x傳播的波，在右固定端反射，形成一個向 –x 傳播的波，

重新補充原來右方入射的波，這樣的波動便能自給自足形成穩定狀態！

𝑦 0, 𝑡 = 0 𝑦 𝐿, 𝑡 = 0

設兩個固定端點的位置為： 𝑥 = 0 𝑥 = 𝐿





整條繩子依然滿足波方程式，因此解依舊是：

只要一個向+𝑥傳播的波與一個向−𝑥傳播的波疊加，

兩端固定

而且同時滿足邊界條件就是所要的解！

𝑦 0, 𝑡 = 0 𝑦 𝐿, 𝑡 = 0

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑣𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑣𝑡

盡管駐波不如一般的波是傳播的波，



http://www.walter-fendt.de/ph14e/stwaverefl.htm

http://www.walter-fendt.de/ph14e/stwaverefl.htm


穩定的駐波態

兩個反向但一樣波型的正弦波疊加

𝑦( sin 𝑘𝑥 − 𝜔𝑡 +𝑦( sin 𝑘𝑥 + 𝜔𝑡 =

2𝑦( J sin 𝑘𝑥 J cos𝜔𝑡





駐波發生時，整條弦一起震盪，

整條弦都被同一個時間函數所控制：

所以駐波是一震盪器，如彈簧一般可以儲存能量。

即同一時間，整條弦都處在簡諧振盪周期中的同一相位。

𝑦 = 2𝑦( J sin 𝑘𝑥 J cos𝜔𝑡

𝑥 = 𝑥( J cos𝜔𝑡



某些特定變形的模式，其隨時間的運動會如同一個彈簧，

當這些模式被單獨激發時，物體中的每一點都以簡諧運動方式運動：

每一點𝑦$有一特定的振幅𝑦($。

可以證明：物體的所有變形就是以這些模式，或它們的疊加來進行！

甚至可能是零或負值。

𝑦$ 𝑡 = 𝑦($ J cos𝜔𝑡 𝑦 = 2𝑦( J sin 𝑘𝑥 J cos𝜔𝑡



比較駐波與行進波

𝑦 = 2𝑦( J sin 𝑘𝑥 J cos𝜔𝑡

𝑦 = 𝑦( sin 𝑘𝑥 − 𝜔𝑡



自動滿足

滿足另一邊界條件，才能有穩定態

波長不能任意

頻率不能任意

穩定的駐波態還必須滿足邊界條件

𝑦 = 2𝑦( J sin 𝑘𝑥 J cos𝜔𝑡 𝑦 0, 𝑡 = 0

𝑦 𝐿, 𝑡 = 0

𝑘𝐿 = 𝑛𝜋 𝜆 =
2𝐿
𝑛

𝑓 =
𝑣
𝜆
= 𝑛

𝑣
2𝐿

𝑘 =
2𝜋
𝜆
=
𝑛𝜋
𝐿



在邊界弦固定，因此兩邊界必然是節點！

若已知弦長，則波長不能任意

頻率不能任意

穩定的駐波態，另一個觀點

這些無振動的弦上的點稱為節點 node，

節點的距離是半波長，因此弦長必須是半波長的整數倍！

節點之間距離是半波長。

𝑦 = 2𝑦( J sin 𝑘𝑥 J cos𝜔𝑡

𝑘𝑥 = 𝑛𝜋 𝑥 =
𝐿
2
𝑛

𝜆 =
2𝐿
𝑛

𝐿 =
𝜆
2
𝑛

𝑓 =
𝑣
𝜆
= 𝑛

𝑣
2𝐿



得到一系列的駐波模式，每一個模式由一自然數 n來標定

第 𝑛 個模式的頻率是 𝑣/2𝐿 的 𝑛 倍。
不同模式振盪樣式不同，可以用節點數 𝑛 − 1來描述。

兩個固定點間的一條弦等同於是一系列無限多條獨立彈簧的組合

𝜆. =
2𝐿
𝑛

𝑓. = 𝑛
𝑣
2𝐿

= 𝑛𝑓* 𝑦 = 2𝑦( J sin 𝑘.𝑥 J cos𝜔.𝑡

𝑘. =
𝑛𝜋
𝐿

𝜔. = 𝑛𝜋
𝑣
𝐿
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兩端固定的弦的任一運動可以用駐波模式的疊加來得到
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一般來說，越複雜的模式，頻率越高，也越難激發。

一個物體有那些振盪模式 Norm以及對應的頻率，就是該物體的一個特徵。

每一個模式的振動頻率不同！

物體的變形模式有無限多個，



但模式並不是連續分布。因此可以分離地一個一個編號。



駐波的動畫









Fourier Series

任一週期函數可以寫成一系列正弦及餘弦函數的疊加。
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波的強度 Intensity
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在波峰處最小！


