
在𝑥與𝑥 + 𝑑𝑥之間發現該粒子的機率，可以寫成：

𝑃 𝑥 % 𝑑𝑥 = Ψ 𝑥 ! % 𝑑𝑥 = Ψ∗ 𝑥 % Ψ 𝑥 % 𝑑𝑥

動量測量結果在𝑝與𝑝 + 𝑑𝑝之間的機率，可以寫成：

𝜙 𝑝 ! % 𝑑𝑝 = 𝜙∗ 𝑝 % 𝜙 𝑝 % 𝑑𝑝

𝜙 𝑝 !

𝑝

量子力學的機率基本假設

以上的假設可以用期望值來表示，就更能推廣到其他物理量！

我們也將以此定義來計算不準度，

由此可以找到，某物理量測量時，完全沒有不準度的波函數。



此分布可以計算出平均值：期望值 Expectation Value。

但多次測量後，不確定的結果形成一個可預測的分布！

對單一電子的物理量，測量結果不一定確定！

𝑄 =+
#$%

&

𝑄#𝑃#



位置的期望值 （平均值）即是以機率為權重對位置求和：

𝑥 = ,
'(

(

𝑥 % Ψ 𝑥 !𝑑𝑥 = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑥 % Ψ 𝑥

𝑄 =+
#$%

&

𝑄#𝑃#

位置為連續變數，因此需做積分。



Ψ 𝑥, 0 = 𝐶𝑒#)"*𝑒'
*#
!+

𝑥 = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑥Ψ 𝑥

例如：利用此式可以計算波包函數的位置期望值：

= 𝐶! ,
'(

(

𝑑𝑥 % 𝑥𝑒'
*#
+

= 𝐶!,
,

(

𝑑𝑥 % 𝑥𝑒'
*#
+ ＋𝐶! ,

'(

,

𝑑𝑥 % 𝑥𝑒'
*#
+

= 𝐶!,
,

(

𝑑𝑥 % 𝑥𝑒'
*#
+ − 𝐶!,

,

(

𝑑𝑥′ % 𝑥′𝑒'
*$#
+ = 0

𝑥- = −𝑥

𝑥 = 0 波包位置期望值在原點！



任何位置函數、比如位能的期望值就可以用類似方式寫下。

𝑥 = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑥 % Ψ 𝑥

𝑓 𝑥 = ,
'(

(

𝑓 𝑥 % Ψ 𝑥 !𝑑𝑥 = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑓 𝑥 % Ψ 𝑥

我們還可以用此式來計算位置的不確定性∆𝑥！

有了位置期望值的計算式：



測量一個物理量 5𝐴時的不確定性，由測量結果分布的標準差∆𝐴來描述 ：

= ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑥!Ψ 𝑥 − ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑥Ψ 𝑥

!

= 𝑥! − 2 𝑥 𝑥 + 𝑥 ! = 𝑥! − 2 𝑥 ! + 𝑥 ! = 𝑥! − 𝑥 !

可定義為「測量值與期望值的差」的平方的期望值的開根號。

∆𝑥 ! ≡ 9𝑥! − 9𝑥 ! ∆𝑝 ! ≡ �̂�! − �̂� !

位置與動量的不確定性∆𝑥, ∆𝑝，現在可以精確定義與計算了。

∆𝑥 ! ≡ 𝑥 − 𝑥 !

此式可化簡：

這兩個期望值都可以用波函數計算：



Ψ 𝑥, 0 = 𝐶𝑒#)"*𝑒'
*#
!+ = 𝐶𝑒#)"*𝑒'

.
!*

#

∆𝑥 ≡ 𝑥! − 𝑥 !

𝑥! = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑥!Ψ 𝑥

首先要將波包函數歸一化：

1 = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 Ψ 𝑥 = 𝐶! ,
'(

(

𝑑𝑥 % 𝑒'#)"*𝑒#)"*𝑒'.*# = 𝐶!
𝜋
𝑎

𝑎 ≡
1
𝛼

𝐶 =
% 𝑎
𝜋

𝑥! = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑥!Ψ 𝑥 = 𝐶! ,
'(

(

𝑑𝑥 % 𝑥!𝑒'.*# = −
𝑎
𝜋
𝜕
𝜕𝑎

,
'(

(

𝑑𝑥 % 𝑒'.*#

= −
𝑎
𝜋
𝜕
𝜕𝑎

𝜋
𝑎

=
1
2

𝑎
1
𝑎 𝑎

=
1
2𝑎

=
𝛼
2 ∆𝑥 ≡ 𝑥! − 𝑥 ! =

𝛼
2

讓我們試一下計算波包的不確定性∆𝑥, ∆𝑝。



對於波包，動量與位置的不準度滿足測不準原理！

波包的寬度

如果 𝜙 𝑝 !的分布是高斯分布，寬度∆𝑝即是𝑝測量的不準度：

2Δp

2Δ𝑥

波函數強度分布也是一個高斯分布，中心點在原點，寬度∆𝑥即是位置測量的不準度：

∆𝑥 % ∆𝑝~ℏ

𝜙 𝑝 ! ∝ 𝑒'
+
ℏ# 0'0"

#

∆𝑝 = ℏ/ 𝛼

Ψ 𝑥, 0 !~𝑒'
*#
+

∆𝑥 = 𝛼

𝜙 𝑝 !
若取極值的 ⁄1 𝑒左右位置為寬度，

𝑝𝑝!



動量測量結果在𝑝與𝑝 + 𝑑𝑝之間發現的機率：

𝜙 𝑝 ! % 𝑑𝑝 = 𝜙∗ 𝑝 % 𝜙 𝑝 % 𝑑𝑝

𝜙 𝑝 !

𝑝

動量的期望值怎麼算？

𝑝 = ,
'(

(

𝑝 % 𝜙 𝑝 ! % 𝑑𝑝 = ,
'(

(

𝑑𝑝 % 𝜙∗ 𝑝 % 𝑝 % 𝜙 𝑝

動量的期望值想當然爾：

𝑓 𝑝 = ,
'(

(

𝑓 𝑝 % 𝜙 𝑝 ! % 𝑑𝑝 = ,
'(

(

𝑑𝑝 % 𝜙∗ 𝑝 % 𝑓 𝑝 % 𝜙 𝑝

期待：動量的函數，例如動能的期望值也可同樣方式記算：



Ψ 𝑥, 0 =
% 1
𝛼𝜋

𝑒'
*#
!+

𝜙 𝑝 =
% 𝛼
𝜋ℏ!

𝑒'
+0#
!ℏ#

波包的𝜙 𝑝 也是高斯分佈，也滿足歸一化條件。因此：

∆𝑥 ≡ 𝑥! − 𝑥 ! =
𝛼
2

∆𝑝 ≡ 𝑝! − 𝑝 ! =
ℏ!

2𝛼

∆𝑥 % ∆𝑝 =
ℏ
2



=
1
2𝜋ℏ

,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 ,
'(

(

𝑑𝑥′ % Ψ 𝑥′ ,
'(

(

𝑑𝑝 %
ℏ
𝑖
𝜕
𝜕𝑥
𝑒'

#0 *$'*
ℏ

=
1
2𝜋ℏ

,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 ,
'(

(

𝑑𝑥′ % Ψ 𝑥′ ,
'(

(

𝑑𝑝 % 𝑝𝑒'
#0 *$'*

ℏ

=
1
2𝜋ℏ

,
'(

(

𝑑𝑝 % ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑒
#0*
ℏ % 𝑝 % ,

'(

(

𝑑𝑥′ % Ψ 𝑥′ % 𝑒'
#0*$
ℏ

=
1
2𝜋ℏ

,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥
ℏ
𝑖
𝜕
𝜕𝑥

,
'(

(

𝑑𝑥′ % Ψ 𝑥′ ,
'(

(

𝑑𝑝 % 𝑒'
#0 *$'*

ℏ

=
1
2𝜋ℏ

,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥
ℏ
𝑖
𝜕
𝜕𝑥

,
'(

(

𝑑𝑥′ % Ψ 𝑥′ % 𝛿 𝑥- − 𝑥

𝑝 =
1
2𝜋ℏ

,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥
ℏ
𝑖
𝜕
𝜕𝑥
Ψ 𝑥

,
'(

(

𝑑𝑝 % 𝑒#0*/ℏ = 2𝜋ℏ𝛿 𝑥

𝑝 = ,
'(

(

𝑑𝑝 % 𝜙∗ 𝑝 % 𝑝 % 𝜙 𝑝

那我可以用位置空間波函數Ψ 𝑥, 0 來算動量期望值嗎？

𝜙 𝑝 =
1
2𝜋ℏ

,
'(

(

Ψ 𝑥, 0 % 𝑒'#0*/ℏ % 𝑑𝑥

𝑥 = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑥Ψ 𝑥

𝑑𝑝積分先作



終極翻譯表，直接由粒子圖像翻譯為波函數的運算！

能量翻譯為時間微分運算

𝜕
𝜕𝑥

↔ 𝑖𝑘

𝜕
𝜕𝑡
↔ −𝑖𝜔

−𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

↔ 𝑝

𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑡
↔ 𝐸𝐸 = ℏ𝜔

𝑝 = ℏ𝑘

動量翻譯為空間微分運算

𝑝 = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % −𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

Ψ 𝑥 ＝ ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % −𝑖ℏ
𝜕Ψ
𝜕𝑥

𝑥

這個表示式中的微分有點熟悉！

這可能不是巧合！



大膽推想：動量的函數（比如動能）的期望值

例如漢米爾頓量的期望值 M𝐻 ：

�̂� = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % −𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

Ψ 𝑥 �̂� = −𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

𝑓(�̂�) = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑓 −𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

Ψ 𝑥

M𝐻 =
�̂�!

2𝑚
= ,

'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 %
1
2𝑚

−𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

!

Ψ 𝑥 = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 %
−ℏ!

2𝑚
𝜕!Ψ 𝑥
𝜕𝑥!



以上的對應提供一個處方來計算其他物理量測量的期望值。

例如𝑧方向角動量：

所有古典物理量都可以寫成位置與動量的多項式函數：

因此，何不假設所有古典物理量的期望值都可以寫成…..

𝑓(𝑥, 𝑝) = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑓 𝑥, −𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

Ψ 𝑥

𝑓(𝑥, 𝑝)

𝑟×𝑝 2 = 𝑥𝑝3 − 𝑦𝑝* = ,
'(

(

𝑑4𝑟 % Ψ∗ 𝑟 % 𝑥 % −𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑦

− 𝑦 % −𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

Ψ 𝑟



我們將波函數的空間微分運算，定義為量子力學的動量算子Operator �̂�！

古典 量子

−𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

≡ �̂�

𝐻 =
𝑝!

2𝑚
M𝐻 ≡

�̂�!

2𝑚
=
−ℏ!

2𝑚
𝜕!

𝜕𝑥!

大膽地假設，所有物理量都對應作用於波函數的運算算子！

當初只是幫助猜想的翻譯表，現在可以稍加修改，正式地搬上量子力學檯面，

有古典對應的物理量就用與古典一樣的形式來組合位置與動量算子：

9𝑥 ≡ 𝑥
將波函數乘上位置的運算定義為量子力學的位置算子Operator 9𝑥！

該物理量的期望值，就是此運算作用於狀態的波函數，

乘上波函數的複數共軛，最後對空間積分！

𝑓(𝑥, 𝑝) = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑓 𝑥, −𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

Ψ 𝑥

𝑓(𝑥, 𝑝) → 5𝑓 𝑥, −𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

≡ 𝑓(9𝑥, �̂�)



某一個瞬間時刻的狀態 狀態函數

物理量測量 運算子

把對應算子放入此式就可得到測量期望值。

有古典對應的物理量，就直接將位置算子及動量算子代入同樣的數學形式：

量子力學的原則完整版

𝐴 = ,
'(

(

𝑑𝑥 % 𝜓∗ 𝑥 % 5𝐴𝜓 𝑥

5𝐴

𝑓(𝑥, 𝑝) → 5𝑓 𝑥, −𝑖ℏ
𝑑
𝑑𝑥

≡ 𝑓(9𝑥, �̂�)

𝜓 𝑥

對一物理量 5𝐴測量，結果完全確定的狀態， 5𝐴𝜓. 𝑥 = 𝑎𝜓. 𝑥

就是該物理量對應算子 5𝐴的本徵函數𝜓. 𝑥 ，本徵值𝑎就是測量結果。

就得到量子力學對應的算子。

M𝐻Ψ 𝑥, 𝑡 = 𝑖ℏ
𝜕Ψ 𝑥, 𝑡
𝜕𝑡 狀態函數隨時間的演化由漢米爾頓量來負責！

以上原則對每一個時間的瞬間都成立！

瞬間狀態隨時間演化 波函數 Ψ 𝑥, 𝑡

位置算子為乘上位置座標，動量算子為對空間微分： 9𝑥 ≡ 𝑥, �̂� ≡ −𝑖ℏ
𝑑
𝑑𝑥



習題二：Chapter 2  1,8,9 建議題（不交） 16,17,18





位置的期望值 （平均值）即是以機率為權重對位置求和：

𝑥 = ,
'(

(

𝑥 % Ψ 𝑥 !𝑑𝑥 = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑥 % Ψ 𝑥

𝑄 =+
#$%

&

𝑄#𝑃#

位置為連續變數，因此需做積分。

摘要

�̂� = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % −𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

Ψ 𝑥



我們將波函數的空間微分運算，定義為量子力學的動量算子Operator �̂�！

古典 量子

−𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

≡ �̂�

𝐻 =
𝑝!

2𝑚
M𝐻 ≡

�̂�!

2𝑚
=
−ℏ!

2𝑚
𝜕!

𝜕𝑥!

大膽地假設，所有物理量都對應作用於波函數的運算算子！

有古典對應的物理量就用與古典一樣的形式來組合位置與動量算子：

9𝑥 ≡ 𝑥
將波函數乘上位置的運算定義為量子力學的位置算子Operator 9𝑥！

該物理量的期望值，就是此運算作用於狀態的波函數，

乘上波函數的複數共軛，最後對空間積分！

𝑓(𝑥, 𝑝) = ,
'(

(

𝑑𝑥 % Ψ∗ 𝑥 % 𝑓 𝑥, −𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

Ψ 𝑥

𝑓(𝑥, 𝑝) → 5𝑓 𝑥, −𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑥

≡ 𝑓(9𝑥, �̂�)

摘要


