
粒子在外力影響下作旋轉運動 Rotation

旋轉運動依舊滿足牛頓運動定律，但可以作一些設計與變型使討論更容易！



造成旋轉的物理量，應該與力、力的方向、及施力的位置同時有關！

𝐹! " 𝑟 = 𝐹 sin𝜙 " 𝑟 ≡ 𝜏

物體也可受力旋轉！



利用”功”來推理

正好與一維運動的功對應：

𝑊 = 𝐹⃗! " ∆𝑟! = 𝐹! " ∆𝑠 = 𝐹! " 𝑟∆𝜃 ≡ 𝜏Δ𝜃

𝑊 = 𝐹 " ∆𝑥



力矩  Torque 扭力

𝜏

大膽的猜想：力在旋動運動的對應是力矩！

𝜏 = 𝑟 " 𝐹! = 𝑟 " 𝐹 sin𝜙 = 𝑟×𝐹⃗

𝐹

𝜏 ≡ 𝑟×𝐹⃗

如此可以定義力矩為一向量𝜏：



一個粒子的角動量

這樣的定義有用嗎？

力矩可以寫成一個向量物理量的變化率：

𝐿 ≡ 𝑟×𝑝

𝜏 =
𝑑𝐿
𝑑𝑡

𝜏 ≡ 𝑟×𝐹⃗

考慮力矩作用於一個粒子之上所產生的效應。

𝜏 = 𝑟×𝐹⃗ = 𝑟×
𝑑𝑝 
𝑑𝑡

=
𝑑
𝑑𝑡

𝑟×𝑝 −
𝑑𝑟
𝑑𝑡
×𝑝 =

𝑑
𝑑𝑡

𝑟×𝑝

𝐿 ≡ 𝑟×𝑝⃗

𝐹⃗ =
𝑑𝑝
𝑑𝑡

如同牛頓第二定律。

此公式決定了粒子的旋轉運動。



一個粒子的角動量

即使直線前進的粒子也有角動量！角動量不只適用於旋轉現象。

力矩真的可以寫成一個向量物理量的變化率：

𝐿 ≡ 𝑟×𝑝

𝜏 =
𝑑𝐿
𝑑𝑡

角動量與原點的選擇有關！

𝐿 ≡ 𝑟×𝑝⃗

對於一平面運動的粒子，角度量是垂直於此平面的！



行星、彗星繞太陽是由於太陽的萬有引力：



萬有引力是指向施力者： 𝐹⃗ = −𝐺
𝑚𝑀
𝑟"

𝑟̂

𝜏 = 𝑟×𝐹⃗ ~ 𝑟×𝑟̂ = 0

若𝜏 = 0，則角動量𝐿守恆。

如此一般粒子會維持在一垂直於𝐿 ≡ 𝑟×𝑝的平面上運動。

𝐿 ≡ 𝑟×𝑝⃗

𝜏 =
𝑑𝐿
𝑑𝑡



行星運動是Central Force Problem 中心力問題的一個特例！

𝐹⃗ = 𝑓 𝑟 " 𝑟̂

此粒子會在一個平面上運動！固定粒子也在這平面上。

一個粒子在另一個固定的粒子周圍運動。

若兩者之間的作用力可以寫成：

中心力是保守力，可以用一個由𝑟決定的位能𝑉 𝑟 來描述！

行星繞恆星的運動顯然屬於這個範圍！

𝜏 = 𝑟×𝐹⃗ ~ 𝑟×𝑟̂ = 0

因此角度量守恆！



散射

造成散射的庫侖靜電力也是中心力，散射粒子的角動量是守恆的！



∆𝑟

∆𝑟∆𝜃 𝑟∆𝜃

粒子運動時，一邊改變與原點的距離𝑟，一邊繞原點旋轉！

關鍵是：這兩種運動近似是彼此垂直的！

改變與原點的距離𝑟的運動位移是沿𝑟的徑向：∆𝑟。

繞原點旋轉位移近似是一個弧長，與弧角∆𝜃對應：𝑟∆𝜃。

如果把粒子的位置以極座標𝑟, 𝜃表示：

考慮行星軌道運動的一小段。

∆𝑠 𝑡 = 𝑟∆𝜃 𝑡



𝑟̇

𝑟𝜔
𝑣⃗

∆𝜃 𝑟∆𝜃

速度𝑣⃗沿𝑟̂的方向的分量，就是距離的變化率！

沿垂直於𝑟̂的方向的分量，就是旋轉的速率。

粒子的速度𝑣⃗也可以分解成沿𝑟̂的方向的分量及垂直於𝑟̂的方向的分量。

這兩個速度𝑣⃗分量分別對應距離的變化率、及旋轉的快慢。
∆𝑟
∆𝑡

→
𝑑𝑟
𝑑𝑡

𝑟∆𝜃
∆𝑡

→ 𝑟
𝑑𝜃
𝑑𝑡

= 𝑟𝜔

𝑣" =
𝑑𝑟
𝑑𝑡

"
+ 𝑟"𝜔"

這兩個分量彼此垂直，速度大小就可以寫成：

𝑇 =
1
2
𝑚𝑣" =

1
2
𝑚

𝑑𝑟
𝑑𝑡

"

+ 𝑟"𝜔"

轉動動能

𝜔 ≡
𝑑𝜃
𝑑𝑡

似乎轉動與徑向運動可以分開看！



𝐸 =
1
2
𝑚

𝑑𝑟
𝑑𝑡

"
+
1
2
𝑚𝑟"𝜔" =

1
2
𝑚

𝑑𝑟
𝑑𝑡

"
+

𝑙"

2𝑚𝑟"
+ 𝑉 𝑟 =

1
2
𝑚

𝑑𝑟
𝑑𝑡

"
+ 𝑉#$$ 𝑟

𝑉#$$ 𝑟 ≡
𝑙"

2𝑚𝑟"
+ 𝑉 𝑟

二維運動等效於一個在有效位能𝑉#$$ 𝑟 作用下的一維運動！

將粒子的角動量以極座標表示：

𝜔 =
𝑙

𝑚𝑟"
角速度𝜔由距離決定！

轉動動能如同位能一樣！將轉動動能併入位能之中！

𝐿 ≡ 𝑟×𝑝 = 𝑟 " 𝑝% = 𝑟 " 𝑚𝑟𝜔 = 𝑚𝑟"𝜔

守恆的角動量大小記為𝑙。

中心力的力矩為零，因此粒子的角動量守恆：

𝑟̇

𝑟𝜔 𝑣⃗
∆𝜃



𝑉#$$ 𝑟 =
𝑙"

2𝑚𝑟"
−
𝐺𝑀𝑚
𝑟

𝑙!

2𝑚𝑟!
=
1
2
𝑚𝑟!𝜙̇!



𝐸 = 𝐸& > 0 則粒子成自由態。如彗星、或是散射一般。
𝐸 = 𝐸" < 0 則粒子成束縛態。距離在𝑟" < 𝑟 < 𝑟'。橢圓形軌道。
𝐸 = 𝐸( < 0 則粒子軌道是圓形。距離在𝑟 = 𝑟(。
粒子永遠不會墜入到原點。



𝐸 =
1
2
𝑚

𝑑𝑟
𝑑𝑡

"

+
𝑙"

2𝑚𝑟"
+ 𝑉 𝑟 =

1
2
𝑚

𝑑𝑟
𝑑𝑡

"

+ 𝑉#$$ 𝑟

𝑑𝑟
𝑑𝑡

= 2𝑚)& " 𝐸 − 𝑉#$$ 𝑟

𝑚
2
L
*"

*

𝑑𝑟 "
1

𝐸 − 𝑉#$$ 𝑟
= 𝑡

𝑑𝑟
𝑑𝜙

=
𝑟̇
𝜙̇
=
𝑚𝑟"

𝑙
2𝑚)& " 𝐸 − 𝑉#$$ 𝑟

𝑙
1
2𝑚

L
*"

*

𝑑𝑟 "
1

𝑟" 𝐸 − 𝑉#$$ 𝑟
= 𝜙 − 𝜙+

距離 𝑟與時間 𝑡的關係可以解出來！

距離𝑟與角度𝜙的關係，也就是整個軌跡，可以解出來！

有了兩個守恆量𝑙, 𝐸做標記，粒子的運動可以解出來：

𝑚
2
𝑑𝑟 "

1
𝐸 − 𝑉#$$ 𝑟

= 𝑑𝑡

兩邊積分





粒子永遠不會墜入到原點。





行星還有自轉，這時就不能把行星看成粒子！









剛體  Rigid Body 是一種特別的質點系統

非剛體的質點系統 前後為剛體的質點系統

剛體是任兩個粒子的距離不變的粒子系統！





剛體繞一固定軸轉動

旋轉軸可以在垂直方向平移

剛體的旋轉  Rotation of Rigid Body

旋轉軸可隨時間變化



剛體繞固定軸的旋轉

讓我們先從組成剛體的質點的運動開始研究。

剛體由質點組成。我們可以先把剛體拆開來看。



如有固定旋轉軸，剛體中任一點，與固定旋轉軸的距離𝑟,不隨時間改變！

𝑟, 是距離固定軸的垂直距離。

角度以徑度為單位。

第𝑖個質點在此圓周上的弧長記為 𝑠,(𝑡)：時間的函數。
弧長可用轉角表示：由軸至質點取垂直於旋轉軸的線段𝑂𝑖，與𝑥軸間的角度𝜃,！

因此當剛體旋轉時，任一粒子的運動，是一圓周上的運動（不一定等速）。

𝑠, 𝑡 = 𝑟,𝜃, 𝑡

𝑟# 𝑠#

𝜃#

圓周上的運動以弧長表示最方便。

因此只有旋轉，而沒有距離的改變∆𝑟！

∆𝑠, 𝑡 = 𝑟,∆𝜃, 𝑡



剛體中不同位置的粒子，r 不同，位移不同。但轉角卻是一樣的∆𝜃。

整個剛體只有一個大家共用的角位移∆𝜃。

點1,2的位移：

旋轉後會保持此角度𝜙不變。1

2

𝜙𝜙

∆𝜃!

∆𝜃$

設𝑂1及𝑂2之間的夾角為𝜙。

∆𝑠& = 𝑟&∆𝜃& ∆𝑠" = 𝑟"∆𝜃"

∆𝜃& = ∆𝜃"≡ ∆𝜃
𝑂

由圖見， 𝑂1旋轉的角𝑂2旋轉的角相等。

剛體是任兩個粒子的距離不變的粒子系統！

考慮剛體內任兩點：

∆𝑠$

∆𝑠!

Δ𝑠, 𝑡 = 𝑟, " Δ𝜃 𝑡



所有運動弧長用同一轉角表示：

所有質點的運動速度都可以用此一轉角的變化率表示！

整個剛體只有一個角位移𝜃。

𝑟,不隨時間改變。

∆𝑠, = 𝑟, " ∆𝜃

𝑣! =
𝑑𝑠,
𝑑𝑡

= 𝑟,
𝑑𝜃
𝑑𝑡

≡ 𝑟,𝜔

𝜔 ≡
𝑑𝜃
𝑑𝑡

質點的運動速度可以算：

剛體內所有的粒子都是一起旋轉，有同一個角位移𝜃。



Angular Velocity 角速度

𝜔 𝑡 ≡
𝑑𝜃
𝑑𝑡

𝑣,! = 𝑟,𝜔



Angular Acceleration

同理：質點沿切線方向的的運動加速度可以用角速度的變化率表示：

質點沿向心方向的的加速度有剛體本身為維持剛體特性無限供應。

𝛼 𝑡 ≡
𝑑𝜔
𝑑𝑡

=
𝑑"𝜃
𝑑𝑡"

𝑎,! =
𝑑𝑣,!
𝑑𝑡

=
𝑑 𝑟,𝜔
𝑑𝑡

= 𝑟,
𝑑𝜔
𝑑𝑡

= 𝑟,
𝑑"𝜃
𝑑𝑡"

= 𝑟,𝛼

𝑎,! = 𝑟,𝛼

𝑣,! = 𝑟,𝜔



𝑎! = 𝑟𝛼

𝑣! = 𝑟𝜔

𝛼 =
𝑑"𝜃
𝑑𝑡"

𝜔 =
𝑑𝜃
𝑑𝑡

𝑠 = 𝑟𝜃 𝜃



一個剛體的旋轉狀態可以用一個時間函數來表示：旋轉角：

它的作用如同一維運動的座標一般，但𝜃不是位置座標，

注意不同處的粒子 𝑟 不同，但 𝜃	都一樣

了解此一維運動就了解整個剛體所有粒子的運動了！

對剛體中的一個粒子來說位置是 s。s 才是真正的運動座標。

𝜃 𝑡

𝑠, = 𝑟,𝜃 𝑣,! = 𝑟,𝜔 𝑎,! = 𝑟,𝛼

剛體內粒子只有旋轉，而沒有距離的改變∆𝑟！

剛體內所有的粒子都是一起旋轉，有同一個角位移𝜃。



剛體繞固定軸的轉動與一維運動似乎有一對一對應

?

例如等角加速度運動：

那一維運動的力在剛體轉動的對應是甚麼？

𝜃 𝑡 𝑥 𝑡

𝐹



此 ”力的對應” 應該與力及施力的位置同時有關！

而平行於 r 的力分量因為剛體形狀不變，沒有效果。

因此，將垂直於𝑟的力分量乘上𝑟，這個物理量可以帶動「旋轉的增加」！

𝐹! " 𝑟 = 𝐹 sin𝜙 " 𝑟 ≡ 𝜏



此式也可用力臂表示！𝐹! " 𝑟 = 𝐹 sin𝜙 " 𝑟 = 𝐹𝑑



利用”功”來推理

正好與一維運動的功對應：

𝑊 = 𝐹⃗! " ∆𝑟! = 𝐹! " ∆𝑠 = 𝐹! " 𝑟∆𝜃 ≡ 𝜏Δ𝜃

𝑊 = 𝐹 " ∆𝑥



力矩  Torque 扭力

𝜏

大膽的猜想：一維運動的力在剛體轉動的對應是力矩！

𝜏 = 𝑟 " 𝐹! = 𝑟 " 𝐹 sin𝜙 = 𝑟×𝐹⃗

𝐹



𝜏 =U
,

𝜏, =U
,

𝑚,𝑟,"𝛼 = U
,

𝑚,𝑟," " 𝛼 ≡ 𝐼𝛼

設剛體中第 i個粒子，所受力矩為𝜏,：

內力的力矩正好抵消 與運動狀態無關

由剛體形狀決定
完全由運動狀態決定

對整個剛體來說，總力矩為：

考慮一個剛體所受的總力矩：

轉動慣量

對應的牛頓第二定律

只有外力矩需要考慮

一維運動的質量在剛體轉動的對應是轉動慣量！

𝜏, = 𝑟, " 𝐹,! = 𝑟, " 𝑚,𝑎,! = 𝑟, " 𝑚,𝑟,𝛼 = 𝑚,𝑟,"𝛼

𝑎,! = 𝑟,𝛼

𝑟!
𝑟"

𝐼 ≡ U
,

𝑚,𝑟,"

𝜏 = 𝐼𝛼

𝐼 𝑚



轉動與一維運動似乎有一對一對應

一維的角運動由對應的牛頓第二定律控制

𝜏 = 𝐼𝛼 𝐹 = 𝑚𝑎

𝜏 𝐹

𝜃 𝑡 𝑥 𝑡



轉動慣量 I

𝐼 ≡ U
,

𝑚,𝑟," 𝐼 = lim
∆.%→+
0→1

U
,

∆𝑚, " 𝑟," 𝐼 ≡ L𝑟"𝑑𝑚

物質若連續分佈 慣量是一體積分



計算中空圓柱的轉動慣量！

𝐼 ≡ L𝑟"𝑑𝑚

收集所積函數相同的體積，在此就是相同 𝑟 的物質，計算其體積：

𝐼 ≡ L𝑟"𝜌𝑑𝑉 = L
2&

2'

𝑟"𝜌 2𝜋𝑟𝐿 " 𝑑𝑟 = 2𝜋𝜌𝐿 L
2&

2'

𝑟(𝑑𝑟

=
2𝜋𝜌𝐿
4

𝑅&' − 𝑅"' =
𝜋𝜌𝐿
2

𝑅&" − 𝑅"" 𝑅&" + 𝑅""

𝑀 = 𝜌𝑉 = 𝐿𝜌𝜋 𝑅&" − 𝑅""

𝐼 =
1
2
𝑀 𝑅&" + 𝑅"" 2&3+,2'32

𝐼 =
1
2
𝑀𝑅"

積分就是求和再取極限。

注意𝑟是距固定軸的垂直距離！



力矩 Torque

𝜏 = 𝐹! " 𝑟 = 𝐹 " 𝑟! = 𝑟×𝐹⃗



角動量 Angular Momentum

角動量守恆

剛體轉動對應的牛頓第二定律：

𝜏 = 𝐼𝛼 =
𝑑 𝐼𝜔
𝑑𝑡

≡
𝑑𝐿
𝑑𝑡

𝐿 = 𝐼𝜔

𝜏 = 0 → Δ𝐿 = 0



旋轉動能

𝐾 =U
,

1
2
𝑚,𝑣," =U

,

1
2
𝑚,𝑟,"𝜔" =

1
2
U
,

𝑚,𝑟," " 𝜔" ≡
1
2
𝐼𝜔"

𝐾 =
1
2
𝐼𝜔"



繞固定軸的剛體旋轉與一維平移運動有一對一的對應

旋轉角稱為廣義座標 𝜃 𝑡 𝑥 𝑡



廣義座標：

很類似的耦合振盪

𝑞& ≡ 𝑥& + 𝑥"

𝑞" ≡ 𝑥& − 𝑥"

𝑑"𝑞&
𝑑𝑡"

= −𝜔&"𝑞&

𝑑"𝑞"
𝑑𝑡"

= −𝜔""𝑞"



每一個粒子的平移有一個牛頓第二定律。

每一個剛體的旋轉也有一個牛頓第二定律。

𝑇𝑅 = 𝐼𝛼

𝑚𝑔 − 𝑇 = 𝑚𝑎

𝑎 = 𝑅𝛼 =
𝑇𝑅"

𝐼

𝜔 = 𝛼𝑡

𝜃 =
1
2
𝛼𝑡"

𝑚𝑔 − 𝑇 =
𝑚𝑅"

𝐼
𝑇

𝑇 =
𝑚𝑔

1 + 𝑚𝑅
"

𝐼

𝑎 =
𝑔

1 + 𝐼
𝑚𝑅"

𝛼 =
𝑎
𝑅



小角度近似：

𝜏 = 𝐼𝛼

𝑚𝑔𝐿 sin 𝜃 = 𝑚𝐿"
𝑑"𝜃
𝑑𝑡"

sin 𝜃 ~𝜃

𝐿"
𝑑"𝜃
𝑑𝑡"

= 𝑔𝐿𝜃

𝑑"𝜃
𝑑𝑡"

=
𝑔
𝐿
𝜃

𝑑"𝑥
𝑑𝑡"

= −𝜔"𝑥

簡諧運動的週期	𝑇	等於

𝜔 =
𝑔
𝐿

𝑇 = 2𝜋
𝐿
𝑔

單擺運動與簡諧運動滿足一模一樣的運動方程式·：
因此，解完全相同。

有了旋轉的牛頓第二定律，就可以寫下廣義座標𝜃的運動方程式：



繞固定軸轉動是一個一維運動，由一個廣義座標 θ 來描述。



剛體繞一固定軸轉動

旋轉軸可以在垂直方向平移

旋轉軸可隨時間變化



旋轉軸可以在垂直方向平移的剛體旋轉一般稱為滾動！









滾動是平移與轉動的組合

在質心座標系，輪子作一繞固定軸的純轉動



滾動是平移與轉動的組合

因此，之前的固定軸旋轉討論，在質心座標系內可以適用。

如果從一個隨質心一起運動的觀察者（質心坐標系）看來，

剛體只能繞通過質心的一個固定軸作旋轉運動。



旋轉

平移

反過來說，將質心的平移與剛體繞固定軸的旋轉疊加，即是滾動！

𝑟, = 𝑟,,5#6 + 𝑟78

𝑣⃗, = 𝑣⃗,,5#6 + 𝑣⃗78 𝑟,

𝑟78

𝑟,,5#6



滾動是平移與轉動的組合

質心平移在質心座標系中為繞固定軸旋轉

可是質心座標系不是慣性座標系！

tv


tv


CMvvt +-

固定軸旋轉 質心平移 滾動
CMvvt +

𝜏 = 𝐼𝛼 𝐹#9: = 𝑀𝑎78



𝜏;<5 =U
,

𝑟% " 𝐹, ;<5 = −U
,

𝑟% " 𝑚,𝑎 = − U
,

𝑟% " 𝑚, " 𝑎 = 0
在質心座標系中
為繞固定軸旋轉

在質心座標系，虛力的力矩正好抵消

質心座標系不是慣性座標系！

牛頓第二定律必須加入一個沒有來源的虛力Virtual Force。

計算虛力所做的力矩，𝑟%是力臂：投影於垂直方向的距離：

因為質心在原點，距離 𝑟cm 為零。

對任一物體，虛力的加速度是一樣的。

𝑟%是力臂：投影於垂直𝐹⃗, ;<5 = −𝑚,𝑎⃗方向的距離：

零距離投影於垂直−𝑎⃗方向的距離𝑟cm%還是零：
𝜏 = 𝐼𝛼

𝐹⃗, ;<5 = −𝑚,𝑎⃗

U
,

𝑟% " 𝑚, = 𝑀𝑟=>% = 0



滾動由兩個牛頓動定律來描述

質心遵守的牛頓
第二運動定律

繞固定軸旋轉的剛
體的牛頓第二定律

tv


tv


CMvvt +-

固定軸旋轉 質心平移 滾動
CMvvt +

𝜏 = 𝐼𝛼 𝐹#9: = 𝑀𝑎78



球緣與地面的接觸點相對於地面是滑動的！

質心平移

旋轉（設順
時針為正）

減速

加速旋轉

質心平移運動與相對於質心的旋轉，基本上是獨立分離的兩個運動。

一種滾動是帶著滑動的滾動

地面對球施予動摩擦力：摩擦力完全由正向力決定。

摩擦力在滾動現象扮演重要角色：

𝑎78 = −𝑔𝜇?−𝑓? = −𝑀𝑔𝜇? = 𝑀𝑎78

𝛼 =
𝑅𝑀𝑔𝜇?

𝐼𝜏 = 𝑅𝑓? = 𝑅𝑀𝑔𝜇? = 𝐼𝛼



帶著滑動的滾動並不是正常的汽車行駛狀態，

如果旋轉與平移獨立，你操控輪胎的旋轉，將無法影響車子的平移！



車子的剎車是車子的一部分，並不直接施力於車子的平移運動！

踩煞車是使輪胎轉動變慢！

剎車是作用於輪軸，

所以是減小輪子的轉動速度。



正常的汽車行駛狀態

平滑滾動，Smooth Rolling

無滑動的滾動 Rolling without slipping

平滑滾動，球緣與地面的接觸點相對於地面是靜止的！

地面對球施予靜摩擦力。摩擦力大小由情況決定。



質心平移與旋轉相關。

質心的移動距離必須等於，起始時，輪緣上的接觸點，所轉過的弧長！

滾動是移動與轉動兩者協調進行！

為了保持球緣與地面的接觸點是靜止的（平滑滾動）

Δ𝑥78 = 𝑠 = 𝑅𝜃

踩煞車使輪胎轉動變慢，同時也會使平移變慢！



因為無滑動，輪面與地面之間是靜摩擦

這個條件決定了靜摩擦力的大小。

sf

質心平移與旋轉是連鎖的！

平滑滾動條件

質心的移動距離必須等於，輪緣上的接觸點，所轉過的弧長！

取微分：

𝑥78 = 𝑠 = 𝑅𝜃

𝑣78 = 𝑅𝜔

𝑎78 = 𝑅𝛼



純滾動等於平移與對應的轉動的組合。

𝑣⃗, = 𝑣⃗,,5#6 + 𝑣⃗78 𝑣,,5#6 = 𝑟,𝜔 𝑣78 = 𝑅𝜔



𝑟, = 𝑟,,5#6 + 𝑟78



滾動是平移與轉動的組合

對邊緣上的一點：

𝑟, = 𝑟,,5#6 + 𝑟78

𝑟78 = 𝑣78𝑡, 0

𝑟, = 𝑟,,5#6 = 𝑅 cos𝜔𝑡 , 𝑅 sin𝜔𝑡 + 𝑅

𝑟, = 𝑟,,5#6 + 𝑟78 = 𝑣78𝑡 + 𝑅 cos𝜔𝑡 , 𝑅 sin𝜔𝑡 + 𝑅



( )21 1sin RyR
R
yRx --+÷

ø
ö

ç
è
æ -= -

擺線Cycloid

𝑟, = 𝑟,,5#6 + 𝑟78 = 𝑣78𝑡 + 𝑅 cos𝜔𝑡 , 𝑅 sin𝜔𝑡 + 𝑅



例一：斜面上的平滑滾動

質心平移。

旋轉，重力通過質心故無力矩。

無滑動條件。

摩擦力可求出：

加速度小於單純的粒子下滑。

摩擦力的方向：

此方向的反方向即為摩擦力的方向。

先假設無摩擦，判斷接觸點相對斜面移動方向，

𝑎78 = 𝑅𝛼

𝑎78 =
𝑔 sin 𝜃

1 + 𝐼
𝑀𝑅"

𝑓@ =
𝐼
𝑅"

𝑔 sin 𝜃

1 + 𝐼
𝑀𝑅"

𝑀𝑔 sin 𝜃 − 𝑓@ = 𝑀𝑎78

𝜏 = 𝑅𝑓@ = 𝐼𝛼

旋轉的力矩來自靜摩擦力。



另一種作法：能量

剛體的動能：移動 + 旋轉

𝐾 =
1
2
𝐼78𝜔" +

1
2
𝑀𝑣78"



純滾動條件

𝐾 =
1
2
𝐼78𝜔" +

1
2
𝑀𝑣78" = 𝑀𝑔ℎ

𝑣78 = 𝑅𝜔





例二：斜面上的非平滑滾動

質心平移

旋轉

若斜角太大，靜摩擦大於最大靜摩擦，球就開始滑動

注意動摩擦力已知。

𝑓@ =
𝐼
𝑅"

𝑔 sin 𝜃

1 + 𝐼
𝑀𝑅"

> 𝑀𝑔 cos 𝜃 𝜇@

𝑀𝑔 sin 𝜃 − 𝑓? = 𝑀𝑔 sin 𝜃 − 𝑅𝑀𝑔 cos 𝜃 𝜇? = 𝑀𝑎78

𝜏 = 𝑅𝑓? = 𝑅𝑀𝑔 cos 𝜃 𝜇? = 𝐼𝛼 𝑓?



質心平移

旋轉

減速

加速旋轉

與地面接觸點速度

過了一段時間後，此速度為零，從此滾動成為平滑滾動！

𝑎78 = −𝑔𝜇?−𝑓? = −𝑀𝑔𝜇? = 𝑀𝑎78

𝛼 =
𝑅𝑀𝑔𝜇?

𝐼
=
5𝑔𝜇?
2𝑅

𝜏 = 𝑅𝑓? = 𝑅𝑀𝑔𝜇? = 𝐼𝛼

𝑣78 = 𝑣78+ − 𝑔𝜇?𝑡 𝜔 =
5𝑔𝜇?
2𝑅

𝑡

𝑣 = 𝑣78 − 𝑅𝜔 = 𝑣78+ − 𝑔𝜇?𝑡 −
5𝑔𝜇?
2

𝑡 = 𝑣78+ −
7𝑔𝜇?
2

𝑡
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例三：以外力驅動的平面滾動

𝐹ABB − 𝑓@ = 𝑀𝑎78

𝜏 = 𝑅𝑓@ = 𝐼𝛼

𝑎78 = 𝑅𝛼



sf

appt

例四：以內力矩驅動的平面滾動

𝑓@ = 𝑀𝑎78

𝜏ABB − 𝑅𝑓@ = 𝐼𝛼

𝑎78 = 𝑅𝛼



球緣與地面的接觸點相對於地面是滑動的！
地面對球施予動摩擦力。

質心平移

旋轉

平移與旋轉基本上分離。

帶著滑動的滾動 無滑動的滾動 Rolling without slipping

球緣與地面的接觸點相對於地面是靜止的！
地面對球施予靜摩擦力。

滾動是移動與轉動兩者協調進行！

𝑓@ −𝑀𝑔 sin 𝜃 = 𝑀𝑎78

𝜏 = 𝑅𝑓@ = 𝐼𝛼

𝑎78 = 𝑅𝛼

−𝑓? = −𝑀𝑔𝜇? = 𝑀𝑎78

𝜏 = 𝑅𝑓? = 𝑅𝑀𝑔𝜇? = 𝐼𝛼







回家鐵環

CMv

'vkf

CMv
'vkf

1t0t

CMv
'vkf

2t

CMv
'v

2tt >





接觸點是靜止的。靜摩擦力不作功！

無滑動的滾動

原則上是永遠沒有能量消耗！可以一直滾下去！

𝑣⃗, = 𝑣⃗,,5#6 + 𝑣⃗78

𝑣78 = 𝑅𝜔

𝑣接觸點 = 𝑣78 − 𝑅𝜔 = 0



但事實上剛體只是一個理想的近似！



二維剛體運動由一個平移及一個轉動所構成，分別由一個牛頓動定律來描述！

質心第二運
動定律

在質心座標系中
為繞固定軸旋轉

𝜏 = 𝐼𝛼 𝐹#9: = 𝑀𝑎78



剛體繞一固定軸轉動

旋轉軸可以在垂直方向平移

剛體的旋轉  Rotation of Rigid Body

旋轉軸可隨時間變化


