相對論

1. 相對論是植基於以下這個事實：自然界存在光，而光傳播的速度是有限的。在真空中光速是一個定值：。
2. 對於有光的存在，當讀者正閱讀這篇文章時，應該是沒有疑義的。但在日常生活中，你很難發覺光的傳播並不是即時的。往山谷裡喊叫，回音會需要時間才能反射回來，但當你對著鏡子揮手時，你不會預期你看的影像會有時間的拖延。所以在歷史上，發現光傳播有限的的速度是一件大事。
這個發現一般都歸功於十七世紀丹麥的天文學家：Ole Rømer (1644–1710)，他的年代大概就與牛頓同時，正是科學家開始利用望遠鏡對天體作機密測量的時候。當時，科學家除了行星，已經可以開始觀測如木星的行星的衛星了。因為衛星Io繞木星的公轉面，與木星繞日的公轉面很接近，在Io繞木星的公轉過程中，會週期性地進入木星的影子而被掩蔽，觀測上會定期有蝕的現象出現。
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木星衛星Io繞木星公轉的週期，是固定的這也就是Io兩次離開木星影子遮蔽之間的間隔時間。但地球也在運動，所以兩次蝕結束時，光傳到地球所花的時間是不一樣的。所以在地球遠離木星（圖中段）時，此間隔會比週期稍長，此差異，就是光要通過多走的距離（圖）所需的時間。由於週期只有，這段時間地球位置的改變並不夠大，時間差太小。但Rømer累積了個週期由數據，估計光通過地球繞日軌道直徑需要，這樣得到的光速是，只約小。這是一個非常了不起的成就。
所以我們不預期光的反射如回聲需要時間，是因為光速實在很快，在大部分日常生活的距離，光傳播的時間短到很難測量。Rømer所利用的就是地球公轉軌道這樣大的距離，才能測到傳播的時間。現在我們大概知道光從太陽傳到地球大約需要，當然，現在對時間的測量精確度很大，因此光在實驗室尺度傳播的時間也已經可以測量。
3. 如果確定了光速不是無限大，那麼接下來就可以問這個相對論最核心的問題：光的移動的速度，是否與觀察者的運動狀態有關？例如：地球上量到的太陽光的光速，與火箭上量到的一樣嗎？
4. 我們在日常生活的經驗中，已經多少習慣了物體運動的速度是與看的人有關係，所以你在高鐵上是有可能看到奮力往前飛，但卻往後移動的飛鳥。這並沒有甚麼神奇的，只是高鐵列車移動的速度大於鳥在空中飛行的速度而已。也就是：在一定時間內，若列車移動的距離大於飛鳥，列車內的你看起來，飛鳥就會往後移動。而光是一種電磁波，以同樣是波的聲波來說，它的速度在定溫下是一個定值，但這是相對於波的介質：空氣。如果在相對於空氣移動的交通工具上，量到的聲速是必須扣掉交通工具的速度的，這樣的感覺很自然，也是正確的。如此很自然地你可以想像，光應該是相對於它的介質，以定速傳播，這事實上是電磁波的發明人馬克斯威爾的看法。他還為這個從未曾被觀察到的介質取了一個很神秘的名字：以太。
如此只要觀察者相對於以太是在運動狀態之中，所測到的光速都不一樣。例如地球相對於以太顯然是在運動之中，在不同的位置，不同的時間，測到的光速應該會有些許的差異。如果是這樣的話，這個問題除了學術上的興趣之外，就有實際上的巨大影響。因為全世界都用電磁波來校正遍布於各處的計時器，如果光速不是一個定值，這個差異就必須被考慮進來。
5. 愛因斯坦自己說他從16歲起就開始思考這個問題，而他的答案與以上當時主流的想法不同。愛因斯坦想，如果一個人以光速移動，他看到的光會變成怎樣？如果馬克斯威爾的想法是對的，當觀察者以光速移動，對他來說，光速就是零。他將看到電磁波靜止不動而不傳播。也就是他將看到不變的、凍結的靜電場與靜磁場。電磁學的馬克斯威爾方程式規定靜電場只能由電荷產生，靜磁場只能由電流產生，當光離開光源已非常遙遠，既沒有電荷也沒有電流，何來電場磁場？這是違反馬克斯威爾自己的方程式的！所以對於這個以光速移動的觀察者，馬克斯威爾方程式卻是錯誤的！這十分奇怪。
愛因斯坦提出了一個古老的想法。伽利略觀察到:在平穩移動的車上，你會以為自己是靜止的，也就是你觀察不到與靜止時有任何差異。如此你並無法藉由實驗觀察，知道車在移動與否。那麼你在車上測量到的光速必定與你靜止時無異！依照愛因斯坦的想法，光速與測量者的運動狀態無關，永遠是。
*伽利略將這個觀察提升為一個原則──相對性原則：沒有任何實驗可以讓你測量到觀察者的絕對運動速度！這樣的論證原來是回答那些反對地動說的質疑：如果地球在動，我們在地球上為何沒有感覺？答案是：本來就應該沒有感覺！
根據相對性原則，你無法分辨一個等速運動的觀察者，及一個靜止的觀察者。一個移動中的實驗者（但他可能覺得自己是靜止的），由實驗結果所歸納出來的物理定律，與靜止的實驗者所歸納的物理定律必須一模一樣！否則他就可以藉由這個實驗來判斷自己的運動狀態。注意：觀察到的物理現象不會相同，但由物理現象所歸納出來的物理定律形式上必須相同！
於是已知對於靜止觀察者，慣性定律是成立的，那麼對於相對等速移動的觀察者，慣性定律也是成立的。舉例來說，若在等速移動的車上向上垂直拋球，離手後球沒有受到水平方向的力（重力是垂直方向），因此根據慣性定律，球就沒有水平方向的移動，落下後就會回到手上，如同靜止時的自由上拋運動一模一樣。
因此這些彼此以等速相對運動的觀察者，就被稱為慣性坐標系，因為他們都觀察到慣性定律，這樣的名稱，也是因為如果不是以等速相對移動的觀察者，例如加速中公車上的乘客，他們會觀察到沒有力的來源，卻有一個額外的加速度，直接違反慣性定律。這些就稱為非慣性坐標系。
因此相對性原則可以這樣表述：在任兩個慣性座標系中，物理定律必定具有相同的形式。
6. *要證明牛頓力學滿足相對性原則，我們必須用比較抽象的數學語言：伽利略轉換。兩個以等速相對移動的觀察者（慣性座標系）中，觀察到的物理量並不相同，但其間有一定的關係，這個關係可以用一個轉換來表示。
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假設觀察者係以定速相對於觀察者移動，座標系上所測量得一個事件的位置記為，時間記為，座標系上所測量的位置為，時間為。為方便討論，假設時，兩原點,重合。因為與之間的距離隨時間而線性增加：，依據經驗及直覺，。垂直於運動方向的座標則沒有影響。而日常的經驗顯示，時間與觀察者無關，因此，兩個觀察者量到的時間應該相等：。因此兩個觀察者所量的時間與空間座標，有如下的關係：
，
這就稱為：伽利略轉換。這個術語看來很艱澀，但其實就是一個翻譯表，將兩個觀察者對同一事件的測量連繫再一起。利用這個翻譯表，所有由時空測量所導出的力學物理量的轉換都可以完成。速度與加速度就是最明顯的例子，將對時間作微分，物體的速度在兩個觀察座標系中的測量值,，滿足如下關係：,。這就是前述在日常經驗中，物體的速度是與觀察者的運動狀態有關，兩觀察者所量的速度的差異就是觀察者的相對速度。如果再對時間微分一次，，。
我們可以以剛提到的車上的自由上拋運動，來說明力學運動的相對性原則：一個平穩移動的車上的觀察者，向上拋一物體，對他來說，物體水平速度為零：，則地面上觀察者看到該物體的水平速度，就等於車的移動速度：，而且，，因此對看起來是拋體運動。拋體運動的水平與垂直運動是獨立的，水平為等速運動，當拋體回到地面時，其水平的移動，與車子的水平移動完全相同（因為），所以車上觀察者會正好接到這個拋體。所以他會正好看到一個靜止時已經熟悉的自由垂直拋體運動，也就是沒有任何跡象讓他感覺自己在移動之中。
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我們可以進一步驗證，動量守恆定律也是滿足相對性原則：在觀察者中假設動量守恆定律是對的：或是，如果以觀察者上所測量的速度表示，上式則寫成：

，

消去相同項，可得，所以以觀察者量到的動量來說，總動量還是 城市守恆的。所以兩個觀察者測到的粒子的動量值,不同，但他們所滿足的物理定律形式是一樣的。這適用於所有物理定律，因此沒有任何實驗可以分辨出觀察者的運動狀態，畢竟所有的物理定律都一樣。
愛因斯坦大膽地將原本在力學領域適用的相對性原則，推廣到電磁現象以及光。電磁現象滿足的是馬克斯威爾方程式，這組方程式預測電磁波在真空中是直線前進，而且是以一定速傳播。如果如愛因斯坦所假設，相對性原則也適用於電磁現象，光速應該與測量者的運動狀態無關，永遠是。但這樣的想法是與一般對速度的生活經驗相違背的。那到底是愛因斯坦對，還是日常經驗對呢？只有實驗可以判定誰對誰錯！Michaelson實驗，利用干涉儀測量彼此垂直的兩道光的光速的差異，但實驗結果完全測不到任何差異，證實真空中的光速無論對哪一個觀察者，都是。可見光現象，也就是馬克斯威爾方程式，滿足相對性原則。我們無法透過光學或電磁學實驗，來判斷觀察者是不是在等速移動之中。
這顯示光是一種很特別的東西，而我們日常生活的經驗中，所歸納出物體運動的速度與看的人的關係，只是一個近似，並不適用於光。而且這個結果有非常爆炸性的結論，這只有愛因斯坦一個人看出來。
7. 只有愛因斯坦一個人看出來，如果光速與測量者的運動狀態無關，時間的概念會需要革命性的變化。
Einstein直接以一個論證證明光速恆定原則顯示同時性是相對的：相隔一定距離的兩個事件，如果一個觀察者測量為同時發生，由另一個相對移動的的觀察者測量，就一定不同時發生（課本的37-2）。類似的邏輯可以得到：一個移動的時鐘，由靜止的觀察者測起來，走得比較慢。
由光速恆定原則可以推得時間延遲：現在考慮有一組實驗，一束光由B發出，在鏡子M反射回到B。將這個過程一直繼續，這個裝置其實就是一個時鐘，以一個個上述周期來計算時間。現在將此實驗置於一個移動中的火箭上，而由地面觀察者來觀察，則這個週期進行會如右圖：
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但由靜止於火箭上的觀察者系觀察，儀器是靜止的，所以同樣的過程會如左圖。由左圖可知在座標系，觀察光由B發射再被B接收，所測得的時間差為

注意分母本來應該是，但光速恆定，所以：。在座標所測得的時間差則是


因為，顯然。因此時間長短也是相對的。我們可以進一步將從上式解出：


注意及分別是兩個觀察者對同一事件，用各自的時鐘所測量的結果，而，所以一個移動中的時鐘，看起來是比靜止的時鐘來得慢。這稱為時間延遲現象，因此時間並不是一個絕對的概念。因此伽利略轉換必須修正，特別是絕對時間的觀念。這並不意外：如上所述，在5所介紹的伽利略轉換隱含，但很明顯對光來說：。所以伽利略轉換必須修正。
8. 當然，以移動中的時鐘，看起來是比靜止的時鐘來得慢，來描述時間延遲現象並不是非常適當。如果根據相對性原則，移動的觀察者並不會覺得自己在移動當中，對他而言，地面反而在移動，他似乎可以認定地面的鐘反而要較慢。在相對論中討論時空問題，要注意說清楚具體的測量，兩個鐘誰快誰慢，只有在比較具體的測量才有意義。所以一般要說明所測量的是那兩個事件的時間差，在上述的討論中，兩個事件分別是光離開發射器，及光回到探測器。注意這兩個事件，對火箭觀察者而言，是發生在同一位置，也就是是同一個時鐘量到的，可是對地面觀察者，因為火箭移動，這兩件事就不是發生在同一位置。所以時間延遲現象精準一點說，應該是：一個移動時鐘旁同一點上發生的一段時間，對靜止的觀察者量起來，所得的值較大。
反過來說，如果火箭觀察者，測量地面上同一時鐘走一格的時間（這就不是上文所討論的情況），也會得到大於一單位的值。
從這一個討論你就可以看出來在相對論中，對時間的測量必須同時將測量發生的位置同時標明，也就是時間與空間不再是獨立的量。
9. 如上述，伽利略變換假設時間是絕對的：，因此在光速恆定的事實下，必須要修正。由光速恆定原則，可以推得取代伽利略變換的羅倫茲轉換（推導比較數學，故從略），在兩個以等速v相對移動的座標系中，對同一事件測量到的時間與空間，其間的正確關係應該是：

或 

第二組式子可由第一組以代數解出，也可利用觀察者相對於是以移動這個事實由第一組直接寫下來。注意當觀察者相對速度遠小於光速時，以上的變換式就會趨近於伽利略轉換，因此伽利略轉換其實是羅倫茲轉換在低速時的近似結果，當速度不是很快時，其實伽利略轉換是成立的，只有當速度接近光速時，例如討論光的現象，我們才需要小心。
你還可以注意到當時，以上的轉換是會出現虛數，這是一個暗示物體運動的速度是不能超過光速，我們可以證明若有物體的速度超過光速，因果律就會被破壞，因此我們相信光速就是所有物體或信息傳遞的速度的極限。這是相對論很重要的一個預測。
10. 現在我們驗證一下羅倫茲轉換可不可以推得時間延遲現象，這個現象我們已從光速恆定的事實得到了證實。注意在時間延遲實驗中，光回到火箭上同一個位置，因此光的發射與接收這兩個事件的，如此在第二組式子的第二式中
代入，即可立刻得到對應這兩個事件的時間差：

因此時間延遲現象可以由羅倫茲轉換直接推得。
11. 孿生子駁論：時間延遲現象是有直接的觀測結果的，最有名的就是孿生子駁論，如果孿生子的一員以等速離開地球進行太空旅行，再以等速返回地球，移動的太空人孿生子的時鐘，對地面的孿生子來說，走得慢，因此當兩人再次見面，地面孿生子應該會比較老。
在這裡，如果由太空人孿生子的觀點來看，他的確也會認定地面是在移動，地面的時鐘較慢，但在兩人還沒有見面之前，兩個結論都沒錯，因為彼此的是測量不一樣的事件時間差。
兩人若要再回到同一空間位置，太空人就得轉向回頭，這一瞬間他就發覺自己並不是靜止的，因為只以等速移動的觀察者會以為自己是靜止的，如此他以為移動的地球上的時鐘會較慢的認定就不正確了。而地球上的孿生子沒有改變運動狀態，所以他認定火箭上時鐘因移動而變慢，依舊是正確的。兩人見面時，太空船孿生子經歷的時間根據火箭時鐘測量：，就小於地面孿生子經歷的時間根據地面時鐘測量：。地面孿生子應該會比較老。
這個推論有許多細節可以討論，但是正確的，1977年也得到實驗證實。
12. *可能還有同學不放棄，想在兩人未見面前就比較彼此的時鐘。這是可以作到的，畢竟羅倫茲變換已經可以讓我們得出同一事件的兩組時間空間測量，原則上我們是可以在宇宙任何位置與時間，測量以上兩組值。比較直接，就是用靜止的尺量；測量比較麻煩，但原則上，我們可以在宇宙各處安裝相對於地球靜止的時鐘，而且調校到與地球時鐘同步，由這些時鐘測得的時間就是。因為這些時鐘對地面說是同步的，如果把設為垂直軸，設為水平軸，把這一系列時鐘的同時的點收集起來（稱為等時線），自然就是水平線：
[image: ]  [image: ]
那對於火箭觀察者呢？火箭觀察者會覺得自己是靜止，地球以反向等速移動。仿照地面觀察者，他也可以想像宇宙中布滿了”靜止” 的時鐘，而且在火箭坐標系調校到與火箭上時鐘同步，如此這些時鐘所讀出的數據就是。只是如果從地球上看，這些時鐘是被火箭帶領著以相同速度飛行，如下圖。根據羅倫茲變換：

如果把這一系列移動時鐘的同一時間的點收集起來（稱為等時線），這些線對應的在平面上就會是斜的直線：（見下圖右中的虛線）。也就是這些移動時鐘對地面根本不同步，但對火箭是同步的。因此時間的同步與否是相對的，這又是相對論重要的一個異於直覺的結果。
 [image: ][image: ]
有了這些工具，我們就可以來比較孿生子各自所經過的旅程，並彼此比較。首先對地面孿生子，可以以這一系列的地面時鐘來測量當火箭飛過他們時的時間，這在平面上很容易表示：注意等時線是水平線，因此就是各個點的垂直座標值。例如以下圖中火箭折返時，測得的地面時間，但火箭上時鐘得到的。這個討論其實就是7的裝置的擴大版，結論也就是一樣，火箭時鐘的數據會小於這一系列的時鐘的數據（走得較慢）。
[image: ]
如果現在倒過來考慮火箭觀點，火箭觀察者覺得自己是靜止的，但會看到地球一個一個飛越火箭時鐘，此時，就可以火箭時鐘來測量一系列。如果把這些測量放在平面上看，因等時線在平面上是斜的直線（下圖中藍線），所以這些測量，就是下圖中一系列藍線與垂直軸的交點（平面上地球的位置不變）。從圖上點的縱座標直接就可以讀出，而由這些點所在的等時線與火箭軌跡交點的，就可以讀出。
[image: \\Mac\Home\Downloads\Twin_Paradox_Minkowski_Diagram.svg.png]
現在以火箭觀點來看，這些點的值（地球(移動)上時鐘的讀數），就會小於對應的（火箭時鐘(靜止)的讀數），如同相對性原理所要求的。
上述兩個結論似乎剛好相反，但在火箭折反時妙事發生了，火箭折反後，火箭以反方向移動，所以測量火箭時間的時鐘系列，就必須更換全新一批。跟著火箭以相同返航速度往地球前進，新等時線現在是斜向下的直線（上圖中紅線）。返航全程，地球(移動)上時鐘的讀數，也還是小於火箭時鐘(靜止)的讀數。但如圖所示，兩批時鐘的讀數在中間有一個落差，如果把這一段時間計算出來加進去，火箭時鐘的總數據還是會小於地面時鐘的總數據。這就與上面的地面的觀點所得結論完全一致。
可見因為火箭的折返，果然以地面為靜止，移動的火箭時鐘較慢的說法維持正確。將地面視為移動，而說地面時鐘較慢的說法就不正確。
13. 現在以羅倫茲轉換可以推得新的速度相加公式：



若此物為光，，很容易可以得到。所以光在任一座標系中測得的速度都是一樣的。可是當物體的速度遠小於光速，，，於是我們就得到日常生活所習慣的結果。
14. 





長度縮短現象：考慮一支尺，在靜止時長度為L，當這支尺以等速v在+x方向移動，在靜止的O座標系中測量其長度。測量的行動必須在”同時”測量尺的兩端距離，將的條件代入第10點中第一組的第一式，可以得到。而在尺的座標系O′，尺是靜止的：。因此，因此所測得長度小於靜止長度。

15. 


羅倫茲轉換式顯示時間與空間的分別只是相對的、表面的而不是絕對的，這與一個三度空間向量的分量在座標軸旋轉前後的關係有些神似：。在座標軸旋轉前後向量的長度是不變的，所以。
[image: 旋轉01]    



而且對於羅倫茲轉換，如果把時間平方減去空間座標的平方，所得結果竟與座標系的選取無關，也就在羅倫茲轉換下是不變的：，這與向量的長度在座標軸旋轉前後不變也非常神似：。四維時空（加上了y、z）與三度空間向量的分量（加上z）盡管不完全相同，卻在屬性上類似，因此我們可以將時空組合成包含四個分量的數學量，稱為四維向量，簡稱4-vector。4-vector的羅倫茲變換就相當於三維向量的座標軸的旋轉，而時間只是此四向量的一個分量，一般稱ct為第0分量，x、y、z分別為第1,2,3分量。
     
16. 

不變量非常重要，所以給它一個新符號 。


當我們用時空描述一個粒子的運動過程，特別是它所經歷一個小位移：，這個不變量正好是隨粒子一起運動的座標系所測得的時間差，因此給它一個新名字Proper Time。從上式Proper Time的小變化與任一座標系所測得時間的小變化有如下簡單的關係：，其中u是在這個座標系所測得的粒子速度。
17. 




牛頓的動量守恆定律在羅倫茲變換下不是不變的，這可以從動量的轉換關係，略看得出：。與的關係如此複雜，如果，幾乎可確定。因此動量的定義必須改變。
18. 





在力學之中，一個物理定律（例如牛頓的第二定律）左方如果是三維向量（），右方也必須是三維向量（）。如此在座標軸做了旋轉後，新向量分量是舊向量分量的係數組合（例如），而且任何向量的組合方式一樣（，）。
[image: 旋轉02]



因此若左右式在舊座標（以舊分量表示）相等，在新座標系（以新分量表示）也就自然跟著相等了（例如）。我們說該定律的形式在座標軸旋轉的變化下是不變的。




如果把這個思考運用於相對論中，而且注意到羅倫茲轉換與座標軸轉換非常類似，那麼如果我們大膽的類比，重新定義動量為一個4-vector，那麼就可以保持動量守恆定律在羅倫茲變換下不變。那為了使這個新定義與舊定義之間能無縫接軌，我們進一步要求，在速度較小時，新定義必須接近牛頓的定義。這並不難，注意舊定義，而不變量，所以如果用proper time取代時間，，也就是定義。











如此定義有兩個好處：1. 此新動量為時空4-vector對不變量微分，因此本身成為一4-vector。因為新定義的動量與時空都是4-vector，變換方式正如時空一般，例如。如果羅倫茲變換前後，動量的關係如此簡單，那麼如果在O座標系中及是守恆的，那麼在O’座標系中自然也守恆：。2. 因為，所以。其後三個分量在速度小時會趨近牛頓的動量（例如）。這正是理想的定義。因此我們定義相對論中的動量。依此新定義寫下的動量守恆定律，在羅倫茲轉換下是不變的。
19. 






在我們的設計之中，動量的第零個分量也必須守恆，才能保證整個動量守恆定律符合相對性原則。但這個量有什麼物理意義呢？根據定義，我們可以觀察它在低速時的近似來決定其意義，當，，第一項是常數，第二項正是動能除以c，因此很自然地可以猜到，原來的守恆定律就是能量守恆。所以新的動量定義同時包含了能量與三維動量，兩者的分別只是表面的。
20. 

請注意當，，因此將物體推動接近光速，所需能量將越來越大，以至最後會發散，所以永遠無法將一有質量的物體推到光速。
[image: F37_14]
21. 
當物體靜止時，，質量本身是對應一個巨大的能量，這個想法引發了質能等價互換的可能，如果一個物理過程前後質量和有變化，則必將伴隨巨大能量的釋放與吸收。這個可能性一般都太過微小，只有在原子核的反應，才得到可見而有用的實現，就是原子能的概念。
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Fig. 11-3. Components of a force in
the two systems.
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