
Motion in 2-3 Dimensions



3D 向量  Vector

向量包含兩個要素：大小及方向！

圖示法

二三度空間中許多物理量是向量！

𝑎⃗ = 𝑎 $ %𝑎

𝑎⃗

%𝑎:單位向量



分量法

向量可以用它的分量表示！

𝑎⃗ = 𝑎! ̂𝚤 + 𝑎" ̂𝚥 = 𝑎!, 𝑎"

把一向量投影在選取的座標軸上即是它的分量！



分量法與圖示法式等價的。

分量的值與座標軸的選取有關！

由分量可以得到向量的大小

由分量可以得到向量的方向：

𝑎⃗ = 𝑎! ̂𝚤 + 𝑎" ̂𝚥 = 𝑎!, 𝑎"

𝑎 = 𝑎!# + 𝑎"#

cos 𝜃 =
𝑎!
𝑎



位置是一個向量 𝑟 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥 ̂𝚤 + 𝑦 ̂𝚥 + 𝑧3𝑘

𝑟 =5
$%&

'

𝑟$𝑒̂$ 𝑒̂$ 𝑖 = 1,2,3 為座標軸。



位置的變化：位移∆𝑟也是一個向量。

其分量就是位置向量各分量的差！變化的投影即是投影的差。

運動中的位置向量會隨時間變化 𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)

∆𝑟 = 𝑟# − 𝑟& = ∆𝑥, ∆𝑦, ∆𝑧 = 𝑥# − 𝑥&, 𝑦# − 𝑦&, 𝑧# − 𝑧&

𝑣⃗()* ≡
∆𝑟
∆𝑡

平均速度向量，就是位置向量的平均變化率，或說單位時間的位移向量。



瞬時速度向量Vector，就是位置向量的瞬時變化率。

如此定義的速度向量：𝑣⃗

方向 %𝑣是沿著運動的切線方向，

大小𝑣是移動的速率。

𝑣⃗ =
𝑑𝑟
𝑑𝑡

≡ lim
∆,→.

∆𝑟
∆𝑡

= lim
∆,→.

∆𝑥
∆𝑡
,
∆𝑦
∆𝑡
,
∆𝑧
∆𝑡

= lim
∆,→.

∆𝑥
∆𝑡
, lim
∆,→.

∆𝑦
∆𝑡
, lim
∆,→.

∆𝑧
∆𝑡

=
𝑑𝑥
𝑑𝑡
,
𝑑𝑦
𝑑𝑡
,
𝑑𝑧
𝑑𝑡

= 𝑣!, 𝑣", 𝑣/

𝑣! =
𝑑𝑥
𝑑𝑡

𝑣" =
𝑑𝑦
𝑑𝑡 𝑣/ =

𝑑𝑧
𝑑𝑡



加速度向量（以圖形討論）

𝑎⃗ =
𝑑𝑣⃗
𝑑𝑡

≡ lim
∆,→.

∆𝑣⃗
∆𝑡



加速度向量一樣可以以分量計算：

𝑎⃗ = lim
∆,→.

∆𝑣⃗
∆𝑡

= lim
∆,→.

∆𝑣!
∆𝑡

,
∆𝑣"
∆𝑡

,
∆𝑣/
∆𝑡

=
𝑑#𝑥
𝑑𝑡#

,
𝑑#𝑦
𝑑𝑡#

,
𝑑#𝑧
𝑑𝑡#

𝑎! =
𝑑#𝑥
𝑑𝑡#

𝑎" =
𝑑#𝑦
𝑑𝑡# 𝑎/ =

𝑑#𝑧
𝑑𝑡#



𝑎! =
𝑑#𝑥
𝑑𝑡# 𝑎" =

𝑑#𝑦
𝑑𝑡# 𝑎/ =

𝑑#𝑧
𝑑𝑡#𝑣! =

𝑑𝑥
𝑑𝑡

𝑣" =
𝑑𝑦
𝑑𝑡

𝑣/ =
𝑑𝑧
𝑑𝑡

𝑟 =5
$%&

'

𝑟$𝑒̂$ 𝑒̂$ 𝑖 = 1,2,3 為座標軸。

𝑣⃗ =
𝑑𝑟
𝑑𝑡

=
𝑑
𝑑𝑡
5
$%&

'

𝑟$𝑒̂$ =5
$%&

'
𝑑
𝑑𝑡

𝑟$𝑒̂$ =5
$%&

'
𝑑𝑟$
𝑑𝑡
𝑒̂$

𝑒̂$為座標軸與時間無關。𝑑#𝑟
𝑑𝑡#

=5
$%&

'
𝑑#𝑟$
𝑑𝑡#

𝑒̂$





等速圓周運動的加速度

以圖形法來計算：



以等速圓周運動的位置向量𝑟的分量，直接計算向心加速度向量𝑎⃗：

設ω為角度增加的速度，稱角速度。

𝑣! =
𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑟
𝑑
𝑑𝑡

cos𝜔𝑡 , sin𝜔𝑡

𝑟 = 𝑟 cos𝜔𝑡 , 𝑟 sin𝜔𝑡 = 𝑟 $ 𝑟̂

𝑟̂ = cos𝜔𝑡 , sin𝜔𝑡

等速圓周運動夾角是等速增加！

𝜃 = 𝜔𝑡𝑟

𝜔𝑡

= 𝑟
𝑑
𝑑𝑡
cos𝜔𝑡 ,

𝑑
𝑑𝑡
sin𝜔𝑡

需要三角函數的微分！



𝑑
𝑑𝜃

sin 𝜃 = lim
∆"→$

sin 𝜃 + ∆𝜃 − sin 𝜃
∆𝜃

= lim
∆"→$

sin𝜃 cos ∆𝜃 + sin ∆𝜃 cos 𝜃 − sin 𝜃
∆𝜃

1×∆𝜃

∆𝜃

三角函數的微分

角度很小時，正弦函數趨近於以徑度為單位的弧角大小。

sin ∆𝜃
∆𝜃

→ 1

為了研究
012 ∆3
∆3
，取一半徑為1，弧角為∆𝜃的圓弧：

cos ∆𝜃 → 1∆𝜃 → 0

∆𝜃 → 0 sin ∆𝜃 →∆𝜃

𝑑
𝑑𝜃

sin 𝜃 = cos 𝜃

1× sin ∆𝜃

= cos 𝜃 5 lim
∆"→$

sin ∆𝜃
∆𝜃

第一項與第三項似乎可以抵消：



二項式定理

當 𝑎 ≪ 1 時，高階項可以忽略！

1 + 𝑎 4~1 + 𝑛𝑎

可以證明此式即使𝑛不是自然數也對，任意𝑏都對。

1 + 𝑎 5~1 + 𝑎𝑏

角度很小時，餘弦函數趨近於1+弧角大小的平方，沒有一次項。

當 𝑎 ≪ 1 時，

以上推導用了cos ∆𝜃 → 1，但必須進一步研究cos ∆𝜃如何趨近1：

cos ∆𝜃 → 1 − sin ∆𝜃 % = 1 − sin ∆𝜃 % &/% → 1+?

1 + 𝑎 4~ 1 + 𝑎 $ 1 + 𝑎 + ⋯ 1 + 𝑎 = 1 + 𝑛𝑎 + 𝑂 𝑎#

cos ∆𝜃 → 1 − sin ∆𝜃 % = 1 − sin ∆𝜃 % &/% → 1 −
1
2
sin ∆𝜃 % → 1 −

1
2
∆𝜃%

若cos ∆𝜃與1的差，是一次項∝ ∆𝜃，除以趨近於零的∆𝜃後，還是會有貢獻。

可以利用二項式定理來計算：



三角函數對小角度的泰勒展開：

cos ∆𝜃 = 1 −
1
2
∆𝜃% +

1
4!
∆𝜃( +⋯

sin ∆𝜃 = ∆𝜃 −
1
3!
∆𝜃) +

1
5!
∆𝜃* +⋯



正弦函數的微分是餘弦函數

餘弦函數的微分是負的正弦函數

𝑑
𝑑𝜃

sin 𝜃 = cos 𝜃

𝑑
𝑑𝜃

cos 𝜃 = − sin 𝜃

= lim
∆"→$

sin𝜃 cos ∆𝜃 + sin ∆𝜃 cos 𝜃 − sin 𝜃
∆𝜃

→ lim
∆"→$

sin𝜃 1 − 12 ∆𝜃
% + ∆𝜃 5 cos 𝜃 − sin 𝜃

∆𝜃

= lim
∆"→$

−sin𝜃 5 12 ∆𝜃
% + ∆𝜃 5 cos 𝜃
∆𝜃

= cos 𝜃

𝑑
𝑑𝜃

sin 𝜃 = lim
∆"→$

sin 𝜃 + ∆𝜃 − sin 𝜃
∆𝜃

cos ∆𝜃 → 1 −
1
2
∆𝜃%



sin 𝑥 cos 𝑥

微分

微分

𝑥4

𝑥46&

𝑥46#

𝑥

1

0

微
分

微
分

微
分

⋮

微
分

微
分



等速圓周運動的加速度

連鎖率

= 𝑟
𝑑
𝑑𝑡

cos𝜔𝑡 ＝ lim
∆,→.

∆ cos 𝜃
∆𝜃

∆𝜃
∆𝑡

𝑟 = 𝑟 cos𝜔𝑡 , 𝑟 sin𝜔𝑡 = 𝑟 $ 𝑟̂

𝜃＝𝜔𝑡

𝑣⃗ =
𝑑𝑟
𝑑𝑡

=
𝑑𝑥
𝑑𝑡
,
𝑑𝑦
𝑑𝑡

= −𝑟𝜔 sin𝜔𝑡 , 𝑟𝜔 cos𝜔𝑡

= 𝑟𝜔 − sin𝜔𝑡 , cos𝜔𝑡 = 𝑟𝜔%𝑣

𝑣 = 𝑟𝜔 𝑟̂ $ %𝑣 = 0

𝑟̂ = cos𝜔𝑡 , sin𝜔𝑡

𝑣! =
𝑑𝑥
𝑑𝑡

𝑟

𝜔𝑡

lim
∆3→.

∆ cos 𝜃
∆𝜃

lim
∆,→.

∆𝜃
∆𝑡
＝𝑟

𝑑 cos 𝜃
𝑑𝜃

$
𝑑𝜃
𝑑𝑡

= −𝑟 sin 𝜃
𝑑
𝑑𝑡

𝜔𝑡 = −𝑟𝜔 sin𝜔𝑡



等速圓周運動的加速度

向心加速度指向圓心

𝑣⃗ = −𝑟𝜔 sin𝜔𝑡 , 𝑟𝜔 cos𝜔𝑡

𝑟̂ = cos𝜔𝑡 , sin𝜔𝑡

𝑎⃗ = −𝑟𝜔# cos𝜔𝑡 , sin𝜔𝑡 = −𝑟𝜔#𝑟̂

𝑎⃗ =
𝑑𝑣⃗
𝑑𝑡

= −𝑟𝜔
𝑑
𝑑𝑡

sin𝜔𝑡 , 𝑟𝜔
𝑑
𝑑𝑡
cos𝜔𝑡

= −𝑟
𝑑 sin 𝜃
𝑑𝜃

$
𝑑
𝑑𝑡

𝜔𝑡 , 𝑟
𝑑 cos 𝜃
𝑑𝜃

$
𝑑
𝑑𝑡

𝜔𝑡

= −𝑟𝜔# cos𝜔𝑡 , −𝑟𝜔# sin𝜔𝑡

𝑎 = 𝑟𝜔# =
𝑣#

𝑟
向心加速度大小：

𝑟

𝜔𝑡
𝑎⃗



𝑎 = 𝑟𝜔# =
𝑣#

𝑟







向量是可以疊加的，所以位移、速度、加速度都可以疊加！















月球的運動也是等加速度運動（以大小而言）！
Isaac Newton

(1642-1727)
加速度的方向也是指向地球！

file:///upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/9/92/Isaac_Newton_signature.svg


Copernicus 哥白尼 (1473-1543)

哥白尼批評托勒密的系統“….”

原來科學不只是忠於現象，科學還必須賞心悅目！

科學必須簡化現象為單純的定律！簡單使人快樂！

他寧願忍受當時還無法解釋的地球移動，卻堅持心靈的快樂！

not pleasing to the mind

http://www.phys.ncku.edu.tw/~astrolab/e_book/astron_western/images/geocentric_Ptolemy.jpg
http://wmoov.com/focus/content/152284


哥白尼的圖像也有一個不是非常精美之處！



月球是離地極近，繞地球轉的天體。

為什麼它不像地球表面上的物體會落回地面？

月球為什麼一直飄在空中！

http://opus.arting365.com/picture_insert/2007-04-06/1175859509d145195.html


月球是神聖的天上的天體，

當然與塵世中世俗的物體，本質不同，遵守不同的法律，作不同的運動。

或許這本來就是如此！沒甚麼值得大驚小怪的！

一個恆常運動，一個會落下。



如同貴族與平民，本質不同，遵守不同的法律。



自然與社會都有階級



天上的月球與地上的物體，運動速度大小與方向雖然完全不同，

如果以加速度來研究，月球與蘋果的運動在本質上是一樣的。

但運動的加速度卻都指向地心！

伽利略主張對物體運動的研究應該由速度轉移到加速度！



天體與地面物體本質上是平等的！

塵世的物體可以成為神聖的天體！

=



天體與蘋果服從同樣的物理定律

Isaac Newton

(1642-1727)

物理定律是普遍的  (universal)



無論貴賤，法律一體適用！

Nature is exceedingly simple and comfortable to herself. 

Whatever reasoning holds for greater motions, should hold for lesser ones as well! 

Newton “Conclusio”


