運動方程式

1. 

單單只有並不能決定質點的運動，我們必須知道所受力F究竟是多少。更精確說，我們必須知道質點所受力如何由質點的性質例如位置、速度、質量等，以及環境的性質來求得。如果知道力如何計算，上式便形成運動函數必須滿足的方程式，稱為運動方程式（Equation of Motion）。因為方程式包含微分項，所以是一個微分方程式。
2. 
地表附近的下落運動：實驗顯示在地表附近物體所受力皆垂直向下，力的大小與質量成正比：。
我們首先考慮一維的垂直上下運動，並設垂直軸向上為y軸，因此只要考慮y方向的運動方程式：


或。


注意負號是因為重力是往下。此式陳述函數的二次微分是一個常數。我們可以先將此式寫成速度的方程式：

。


此式顯示速度的一次微分是一個常數，很容易猜到什麼樣的函數微分是一個常數，就是線性函數，因此我們可以確定。注意線性項的係數已經決定（-g），但因為常數的微分是零，我們可以在任一解中加上任意常數，就像上式中的，所得的函數都滿足運動方程式。所以我們的解還沒有完全確定。



如果學過積分的同學，這個步驟其實就是積分，微分與積積分是反運算，因此如果速度的微分是-g，速度就是-g的積分，，注意積分中的下限，是可以取任意值，這反映在所得的解中，也有一個未定的常數。其時一般計算函數f的積分時，也是利用微積分基本定理”微分與積積分是反運算”，去猜一個微分後會得到f的函數，所以和上述的步驟事實上是一樣的。
這個解微分方程式的過程可以繼續，速度是位置的一次微分：

，









函數也可以很容易猜出來，它必須包含二次項及線性項：。注意在此我們又可以加上另一個任意的常數而不影響y滿足運動方程式。這是微分方程式的一個特徵，這表示只有運動方程式並不能完全決定質點未來的位置，落體運動可以自由落下，也可以先上拋再下墜。此處欠缺的資料是起始位置與起始速度，起始條件必須事先給定。事實上這是一個數學定理，可以證明，給定特定的起始條件，在此包含起始位置與起始速度，牛頓的運動方程式只有唯一一個解。在我們現在討論的例子中，有了起始位置與起始速度，常數就可以決定：，。因此我們得到了運動方程式的一個解，它又滿足起始條件：

。
根據上述的數學定理，這樣的解只有一個，所以上式就是唯一的解：質點的未來位置便完全被決定了
3. 拋體運動：拋體運動所受力與下落運動一樣，只是現在拋體可以在水平方向運動。設水平方向為x軸，現在的運動方程式變成：

。

請注意x軸及y軸的方程式是互相獨立的，所以y方向的運動是不受x方向運動的影響。這就是有名的拋體水平與垂直方向運動的獨立性，因此拋體的水平座標運動與下落運動一模一樣。在此我們也需要知道起始條件：，有了這些資料，兩個方程式都可以完全解出來：

。
4. 
考慮一質點，質量為m，在一維x軸上運動，若所受外力沿x軸方向，但與位置無關，力的大小為時間的線性函數。運動方程式可以寫成：


或是
   由速度的時間微分是線性函數，不難猜出速度應該是時間的二次函數，但是如同自由落體，我們可以任意加上一個常數：



很明顯地，此常數可由起始速度確定：。速度是位置的微分，速度是時間的平方函數，很容易猜到位置必然是三次方函數：



而常數c2由起始位置決定：。因此完整的解為：










習題一：假設一個質量為的粒子，在一維的x軸上運動，受一沿+x方向的力，力的大小只是時間t的函數：，在此式中t的單位是s，力的單位是N，已知此粒子在時間時，位置在，速度為，計算粒子位置函數：，計算在時粒子的位置與速度。

5. 
以類似的方法求運動方程式的解，我們還可以舉一個比較有用的例子。考慮一質點，質量為m，在一維x軸上運動，若所受外力沿x軸方向，但與位置無關，力的大小為時間的週期函數。這其實與帶電質點受到一個電磁波的電塲帶動而隨之震盪的情況有些類似。運動方程式可以寫成：


或是
   由速度的時間微分不難猜出速度應該是cos函數，但是如同自由落體，我們可以任意加上一個常數：




很明顯地，此常數可由起始速度確定：，也就是。速度是位置的微分，速度是cos函數，很容易猜到位置必然是sin函數：



而常數c2由起始位置決定：。因此完整的解為：


從此解可以看出質點亦隨著外力作相同的週期運動，有趣的是外力的頻率越大，ωD越大，質點的週期運動的振幅越小。
6. 

拋體運動考慮簡單的空氣阻力：先考慮比較簡單的阻力（Drag Force），在速度不是很快時，阻力與質點速度大小成正比，而與速度方向相反，因此：，所以運動方程式可以寫成：，用分量來表示即：

，
這兩個運動方程式都較為複雜。但即使還未求解，我們已經可以從式子本身得到重要訊息，那就是：即使加入了阻力，水平與垂直運動依然是獨立的。所以拋體的水平座標運動與下落運動依舊一模一樣。
7. 我們先從第一個式子的求解出發：



我們依舊可以將此式改寫成速度的方程式：

。
對於此式，當我們猜到一個解後，將它乘上一個常數，仍然會是滿足同一方程式的另一個解：






這樣的微分方程式，稱為齊次(Homogeneous)方程式，通常式中所有的項都與未知函數(v)或它的各階微分成正比。現在我們先來猜一個解，此式顯示速度的導函數與自己成正比，我們已經知道有一種函數滿足這樣的性質，那就是指數函數，所以我們可以大膽猜想：，請注意現在我們不能隨意加上一個常數，但是可以在指數函數前乘上一個任意常數C：，如此我們便得到一系列的解，可以來fit起始條件。和之前的下落運動一樣，常數C可以由起始條件決定，在此為起始速度：。，因此速度函數就解出來了：

。

這是有名的指數遞減函數，請注意隨著時間增加，速度會漸漸減小，而且減小的速度比任何時間冪次的反比函數（）來得快。
於是現在位置函數滿足

，
顯示位置函數的微分是一指數函數，我們已知道只有指數函數的微分會正比於指數函數，因此我們可以猜想：

，


注意此處我們可加一任意常數，而不能乘上常數。同理，常數則可由起始位置決定，假設我們取起始位置為原點，那麼，因此

。

很有趣地，質點的x座標最大只能達到。
8. y方向的運動滿足運動方程式，




這也是有空氣阻力下自由落體所滿足的方程式。它的求解與以上方法類似，首先用表示，上式可以寫成：。




這個微分方程式有一個很簡單的解法：我們可以引進一個新的函數：，那麼這個新函數的微分與：，而方程式的右手邊就正比於V，因此V所滿足的方程式與所滿足的就完全相同：

，




所以V的解與相同：，這裡一樣有一個常數V0可以調整以滿足起始條件：，由V即可得到。因此





還有另一個比較麻煩，卻更有啟發性的解法。我們要解的式子與x方向的方程式只差一個常數，因為有一個項不是v或其微分，因此不是齊次方程式，稱為非齊次方程式，這個項就稱為非齊次項。其實我們之前考慮的很多方程式如，都是非齊次方程式。這樣的非齊次方程式有一個特徵，當我們猜到一個解之後，可以在其上加上對應的齊次方程式（意思是移除非齊次項之後所得的齊次方程式）的解，而仍然滿足一樣的非齊次方程式，因為齊次方程式的解都含有未定的常數，因此我們就得到一系列的解，來附合起始條件：

（非齊次）

（齊次）   

則可得為非齊次方程式的解

（非齊次）









而這裡要猜的解非常簡單，因為一個常數即可：，常數的微分為零（左方為零），此常數又剛好使式子的右方為零。而所對應的齊次方程式就是x方向的方程式，其解為，因此必定是的解。現在我們得到一系列的解，便可以從其中挑出一個符合邊界條件的解：，，因此。
。



請注意當時間很大時，此速度會趨近於，這就是終端速度（Terminal Velocity），當質點速度到達終端速度時，空氣阻力洽等於重力，因此便不再有加速度，而成等速運動。假如y方向初速為0，就是水平拋體，或是由靜止起垂直下落的運動，那麼公式就更簡單了：。




由的結果，同理很容易得到（記得指數微分還是指數，一次項微分則是常數），同樣C2是由起始位置決定。若設起點為原點，則，。
9. 簡諧振盪運動：考慮彈簧運動，其運動方程式可以寫成：


，或是進一步簡化，

在此符號。這是一個齊次微分方程式。彈簧運動的解x(t)，兩次微分後，與自己成正比，而且比例常數是負的。我們已知正弦及餘弦函數正好都滿足這樣的性質，而且，正弦及餘弦函數的倍數，都是解；兩者的和，也會滿足一樣的性質（兩次微分後，與自己成正比，而且比例常數是負的），所以我們可以把解寫成


來包含所有的可能性，在此常數a,b可以任意。
這個性質事實上適用於任一個齊次微分方程式：，如果有兩個解同時滿足此方程式：，，他們的線性組合也滿足這個方程式。證明非常簡單，只要將上述第一式乘加上第二式乘，就得到

得證。




這一系列的解中，有兩個任意數。正如下落運動一樣，任意數由起始條件決定：如果給定起始位置及起始速度，常數a,b可以決定：，，因此。所以所得的結果：滿足運動方程式及起始條件，根據上述微分方程式基本定理，這樣的解是唯一的，因此我們寫下的就是唯一解了。


這個結果還可以用另一個方法表示，將常數a,b用另外兩個常數來代替，它們的關係是，如此以上的解就可以寫成







兩個常數便是振幅與相角。如同起始條件，它們在每一次運動都不一樣，可以自由調整。相反地，常數則是角速度，由彈簧及質點的性質決定，由它可算出頻率及周期：。因此，。
10. 簡諧振盪器（彈簧質點組）的震盪常常會因阻力而漸漸縮小振幅，這樣的情況我們可以在運動方程式中引進一個阻力來描述：
如此運動方程式可以寫成：

或者：

阻力項是一次微分，大致與彈力項相差90°相角，因此單純的三角函數無法滿足此方程式。根據直覺，在阻力影響下，震盪器一般還是會振盪，但振幅會減小。我們可以大膽假設，其解還是一三角函數，但振幅是一個時間的函數：

注意此振盪的角頻率有可能不是彈簧組的自然角頻率。
將此解代入方程式之中：



因為振幅與時間有關，因此此解的微分除了餘弦函數，也有與它相差90°相角的鄭嫌函數。要求要求的係數為零：


要求的係數為零，同時代入
可以得到：

因此我們可以得到一個解，同時可以調整常數滿足起始條件：

所以，阻力使振幅對時間呈現指數衰減，角頻率也減小！
但這個角頻率的公式只有在一定條件下才有意義。如果阻力太大：，根號中的式子就是負的，就成了虛數，因此以上的解並不適用。這時的解會是一個隨時間指數遞減的函數！所以阻力夠大時，震盪就完全不會發生。在日常的避震上，這正是我們所希望看到的結果。這也暗示複數會在微分方程式的求解扮演有用的角色。以下會以複數來進一步得到這個結果。
[image: 1523]



11. 如果我們希望有阻力的震盪器繼續震盪，就必須對其施力。如果力是一個常數，那一個週期中將有一半運動是與力反向，因此就無法做功。所以要對震盪器施力，力本身也須是一個週期力，才有較好的效果。
假設簡諧振盪器（彈簧質點組）施加一如第5點中的週期性外力來驅動它，如此運動方程式必須再加上一項：
或者
注意週期外力的角頻率與彈簧內在的角頻率是獨立的參數，以下會顯示彈簧的反應與兩者的關係密切相關。
這是一個非齊次微分方程式。我們先忽略阻力以簡化方程式：

所以首先讓我們猜一個解。因為cos函數的二次微分還是cos函數，因此很自然可以猜到一個解：，只是現在常數A不是任意的，將此解代入方程式可得：，因此

我們得到一個解，可稱為共振解：

這個解很重要，因為它顯示振盪器對外加驅動力的反應是會隨之以同樣頻率振盪，而有趣的是反應的大小（即是振幅A），和外加力的頻率ωD有關，ωD與彈簧的自然頻率ω越接近，反應（即是振幅A）也就越大，這種現象稱為共振（resonance）。









如同之前的敘述，我們可以在猜到的非齊次方程解之上，加入對應的齊次方程解（在此就是第9點中的簡諧震盪）。我們在上述的共振解再加上一個無驅動外力彈簧的解，也就是，而不影響它滿足方程式。也就是，因為滿足，而滿足，很明顯是滿足的。所加上的彈簧解中的兩個常數，正好可以調整以滿足起始條件。所以我們得到解，也滿足起始條件，因此是完整解也惟一。
12. 第10點中的共振解

有一個奇怪的地方，ωD與彈簧的自然頻率ω越接近，振幅A也就越大；但時，共振解竟是無限大（發散）。在真實世界中因為必須考慮摩擦阻力，這樣的發散並不會發生。
現在我們就將摩擦阻力考慮進來：




[bookmark: _GoBack]要解這個方程式，利用複變函數最方便。如果我們將這個式子裡的x是推廣為一個複數z：，那麼z的實數部與虛數部都同時滿足這個方程式：，因此，。所以如果能解出複數z，再取其實數部，即可得到原方程式的實數解x。




這看起來是使事情變得複雜，但沒想到卻使得求解變得極簡單。原因是因為複數的指數函數非常簡單，他的任何次微分都與自己成正比，而比例常數可以是任意複數：，在這裡複數的指數函數定義為：及，這樣的定義維持指數函數最重要的特性：，證明：



以及，例如：


，。
相對地實數的指數函數二次微分也與自己成正比，但比例常數必為正，正弦函數的二次微分與自己成正比，但比例常數必為負，所以複數的指數函數是把兩者融合在一起。











有了這個關係，現在如果我們大膽地猜複數z的方程式的解正比於指數函數：，並且將此式代入，你立刻會發現每一個微分都與自己成正比，而比例常數就是，所以可以得到：，也就是原來的微分方程式現在一項對一項地轉化為代數方程式：。這個代數方程式中的未知數α有兩個解：，若阻力不大：，則根號是實數，於是我們得到兩個複數解：
因為微分方程式是齊次，我們可以將這兩個複數解各乘上一個複數常數再相加（線性組合），所得到的依舊會是一個解：



我們很有系統而且輕易地得到兩個複數解，而其實數部就是我們原來尋找的的實數解：



最後一個式子中，我們重新定義常數為a,b以簡化，在此常數a,b可以任意。因此我們得到一系列的解，有兩個任意數。正如下落運動一樣，任意數由起始條件決定，所得的結果將滿足運動方程式及起始條件，根據上述微分方程式基本定理，這樣的解是唯一的，因此我們寫下的就是唯一解了。將阻力係數b趨於零，你會發現這兩個解就剛好對應第9點中簡諧振盪的兩個解。所以我們可以整理一個較容易懂的式子：






以上的解法很容易地就可以推廣到任意的齊次微分方程式：用同樣的推理，任意齊次微分方程式，先推廣為複數，，猜解為：，代入則將微分方程式轉化為代數方程式就是，代數方程式中的未知數α有n個解，得複數z的一般解為，最後取實數部即可得實數解。
13. 







現在加入外力，運動方程式又多了一項：，多出來的一項使它成了非齊次微分方程式。但我們依舊可以將它先推廣為複數的微分方程式：，注意我們將右手邊的餘弦函數以對應的虛數指數函數來代替，這可以保證方程式的實數部就是原來的微分方程式，而複數解的實數部就是實數解。現在我們可以依舊猜解為：，只是你可以很快發現這一次未知數α只有一種可能：，常數也只有一種可能：，因此：

，



經過一些整理：，，。

而複數解，其實數部即原方程式的實數解 

實數解：。






這個就稱為共振解，並沒有任何自由度可以附合起始條件。但正如我們說過很多次的：對於非齊次方程式，當我們猜到一個解之後，可以在其上加上對應的齊次方程式（意思是移除非齊次項之後所得的齊次方程式）的解，而仍然滿足一樣的非齊次方程式，因為齊次方程式的解都含有未定的常數，因此我們就得到一系列的解，來附合起始條件。這裡對應的齊次方程式就是去除外力項，第11點中的。它的實數解：。果然有兩個未知常數可以附合起始條件。因此整個解：。這個解滿足微分方程式，而且可以滿足起始條件，根據微分方程式基本定理，它必然是唯一的解。有趣的是，非共振解會逐漸減小，而共振解則不會，因此過了一段時間，非共振解即可忽略，起始條件的影響會消失，只有共振解的效應必須考慮：，。正如之前已討論過的，這個解的頻率等於外加力的頻率，而振幅有共振現象，外力頻率越接近彈簧的自然頻率，振動也就越大！

[image: D:\Dropbox\Documents\課程\YoungTextBook\Images\Chapter14\A_Images\A_Figures_and_Photos\14_28_Figure.jpg]
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Each curve shows the amplitude A for an oscillator subjected to a driving force
at various angular frequencies wy. Successive curves from blue to gold represent
A successively greater damping.

5Fmax/ k

" A lightly damped oscillator exhibits a sharp
resonance peak when wy is close to w (the
natural angular frequency of an undamped
oscillator).

---------------------------------------- Stronger damping reduces and broadens the
"""" peak and shifts it to lower frequencies.

Driving frequency wy équals natural angular frequency w of an undamped oscillator.
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